68. ro¢nik matematické olympiady
ITI. kolo kategorie A
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1. V oboru realnych c¢isel reste soustavu

2 —ye=ly— 2 +1,
y? —zx = |z — x| +1,

22—y =|r—yl+ 1

2. Je dan pravothelnik ABCD, kde |AB| = a 2 b = |BC|. Na piimce BD sestrojte body
P a @ tak, aby platilo |[AP| = |PQ| = |QC|. Provedte diskusi o po¢tu feseni vzhledem
k délkam a, b.

3. Necht a, b, ¢, n jsou kladnd cela ¢isla takova, ze jsou splnény néasledujici podminky:
(i) ¢isla a, b, ¢, a 4+ b+ ¢ jsou po dvou nesoudélna,
(ii) ¢islo (a + b+ c)(a+b)(b+ c)(c+ a)(ab+ bc + ca) je n-tou mocninou celého ¢isla.
Dokazte, ze soucin abc lze zapsat jako rozdil dvou n-tych mocnin celych cisel.
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4. Je dan ostrouhly trojihelnik ABC. Na polopfimce opacné k poloptimce BC' lezi bod P
takovy, ze |AB| = | BP|. Analogicky na polopfimce opa¢né k poloptimce C'B lezi bod @
takovy, ze |AC| = |CQ|. Oznac¢me J stfed kruznice pfipsané strané BC' daného troj-
thelniku a D, F po tfadé jeji body dotyku s pfimkami AB a AC. Predpokladejme,
ze poloprimky opacné k polopiimkam DP a E(Q) se protinaji v bodé F' rizném od J.
Dokazte, ze AF L F'J.

5. Dokazte, ze existuje nekonecné mnoho celych c¢isel, ktera nelze vyjadrit ve tvaru
2% + 3% — 5¢,

kde a, b, ¢ jsou nezaporna celé cisla.

6. Pro ktera piirozend ¢isla n Ize do tabulky n x n vepsat vSechna celd ¢isla od 1 do n? tak,
aby aritmeticky primér c¢isel v kazdém tadku i sloupci tabulky byl celym c¢islem?



1. V oboru realnych cisel reste soustavu

2y ly— 2 +1,
y: —zx = |z — x|+ 1,
22 —xy=|z—yl+1
(Tomas Jurik)

Reseni. Dana soustava rovnic je symetricka, takze staci hledat jen ta feSeni, jez spliuji
nerovnosti x = y = z. Za tohoto predpokladu muzeme odstranit absolutni hodnoty,
a tak dostaneme

B —yz=y—z+1, (1)
v —zx =1 —z+1, (2)
2 —xy=x—y+1. (3)

Postupnym odeétenim rovnic (1) a (2), resp. (2) a (3) dostavame po snadnych upravach
rovnice

(z—y)z+y+2z+1)=0,

(y—2)(z+y+2z—-1)=0.

Odtud plyne, ze vSechna tii ¢isla x, y, 2 nemohou byt navzajem rtzna, nemohou vsak
byt ani vSechna stejna, protoze to bychom v ptivodnich rovnicich dostali 0 = 1. Pravé
dvé z nich jsou tedy rtzna, takze platibudz =y >zax+y+z=1,nebox >y ==z
ar+y+z=-—1

Vsimnéme si, Ze trojice (z,y, z) vyhovuje pivodni soustavé, pravé kdyz ji vyhovuje
,opacna®“ trojice (—z, —y, —x). Pfechod k opac¢né trojici neméni zavedené usporadani
¢isel v trojici a prevadi druhy pfipad z pfedchoziho odstavce na prvni z nich.

Staci proto vytesit prvni pfipad, kdy * =y > z a x +y + 2z = 1. To nam dava
z = 1 — 2x. Dosazenim napiiklad do rovnice (1) dostaneme po upravé x(3x —4) = 0,
takze x = 0 nebo z = %. Tomu odpovidaji trojice (z,y, z) rovné (0,0,1) a (%, %, —%)
Prvni trojice zfejmé nespliiuje predpoklad = = vy = 2, a tak ptivodni soustavé vyhovuje
jen druhd trojice (zkouska pfi uvedeném postupu neni nutnd).

S prihlédnutim ke zménam poradi neznamych a prechodim k opac¢nym trojicim méa

soustava 6 Feseni:
(4 4 5> ( 5 4 4) (4 5 4)
3'3 3/’ 3’3’3/ \3" 3’3/

(5 4 4)(4 45)(45 4)
37 3 3/ 37 33/ 3’3 3/



2. Je dan pravothelnik ABCD, kde |AB| = a 2 b = |BC|. Na primce BD sestrojte
body P a Q tak, aby platilo |AP| = |PQ| = |QC|. Provedte diskusi o poctu tesent
vzhledem k délkam a, b. (Jaroslav Svréek)

ReSeni. Vsimnéme si nejdiive, ze se ani zadani tlohy bez podminky a = b, ani mnozina
dvojic bodi (P,Q), které jsou jejimi feSenimi, nezméni, pokud navzdjem vyménime
oznaceni vrcholi B a D. Podminku a = b proto uplatnime az k jednodus$imu zapisu
zavérecné diskuse o poctu feseni.

Oznaéme A’ a C’ kolmé priméty bodi A a C' na pfimku BD. Zfejmé oba priuméty
padnou dovnitt tsecky BD a plati |[AA’| = |CC’|. Pfedpokladejme, ze body P a () maji
pozadované vlastnosti. Jelikoz |AP| = |CQ)|, je P = A’, pravé kdyz @) = C'. Nastane-li
tato situace, budou body P, @ (coby body A’, C") soumérné sdruzené podle stfedu S
usecky BD. Totéz bude o bodech P, @ platit i v piipadé, kdy A’ = C’ (= S) — tehdy
jsou pravoihlé trojuhelniky APS, CQS shodné podle véty Ssu, takze |PS| = |QS],
pricemz nemiize byt P = Q.

Tyto ,symetrické* piipady P = A’, Q = C’, A’ = ' tedy z dalsitho rozboru
vylou¢ime. Pravé tak vyloudime i moznost, ze by bod @ leZel na tusecce A’ P, protoze
by pak podle obr.1 platilo |[AP| > |A’P| = |PQ)|, coz odporuje pozadavkim tlohy.
A symetricky ani bod P nemuze lezet na tiseéce QC’. V rozboru opakované vyuzijeme
rovnost |A’P| = |C’Q)|, ktera plyne z trojuhelniki A’PA a C'QC, jez se shoduji podle
véty Ssu.

P Q A

A
Obr. 1

Za predpoklada P # A", Q £ C', A £ C', Q ¢ AP a P ¢ C'Q rozlisime mozné
polohy bodt P, Q na pfimce A’C’ néasledovné:
1. P lezi na poloptimce opac¢né k polopiimce A'C’:
a) @ lezi na tise¢ce A’C’ (obr.2). Potom z |A’P| = |C'Q| mame |PQ| = |A'C’|,
takze |[AP| = |A'C’|.
b) @ lezi na poloptimce opacéné k polopiimce C’P (obr. 3). Tehdy z |A'P| = |C'Q)|
méame, ze body P, @) jsou soumérné sdruzené podle stiedu S tsecky A’C’ neboli
stredu uhlopricky BD.

C
C
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Obr. 2 Obr. 3

2. P lezi na useéce A'C":
a) @ lezi na tseéce C'P (obr.4). Tehdy podobné jako v piipadé 1b mame, ze
body P, @ jsou soumérné sdruzené podle stredu S thlopticky BD.
b) @ lezi na polopiimce opa¢né k polopiimce C'P (obr.5). Tehdy podobné jako
v pfipadé la mame |AP| = |A'C|.



A P S A P,
QC ' c’ Q

Obr. 4 Obr. 5 Obr. 6

3. P lezi na polopiimce opa¢né k polopiimce C’'A’:

Bod @ pak musi lezet na polopiimce opac¢né k poloptimce A’C’ (obr. 6). Podobné

jako v ptipadé 1b tak mame, ze body P, () jsou soumérné sdruzené podle stiedu S

uhlopticky BD.

Dokézali jsme, ze bud jsou body P, @ soumérné sdruzené podle stfedu S, nebo plati
|AP| = |A'C’|. Popiseme nejprve konstrukci v prvnim ptipadé, ktery zahrnuje i situace,
kdy P = A’, Q@ = C' nebo A’ = (', jez jsme tivodem z naSeho rozboru vyloudili.
Tehdy plati |[AP| = |PQ| = 2|PS|. Naopak, pokud néktery bod P pfimky BD bude
spliiovat rovnost |AP| = 2|PS|, tak k nému jednozna¢né sestrojime bod ) soumérné
sdruzeny podle stfedu S, pfi¢emz bude platit |[AP| = |PQ| = |QC|. Zaméfime se tedy
na konstrukci bodu P.

Ozna¢me D’ prusecik pfimky AC a rovnobézky s AP bodem D. Trojuhelniky SPA
a SDD' jsou stejnolehlé se stiedem S. Jelikoz |AP| = 2|PS|, je |[DD’| = 2|DS|. Odtud
jiz plyne konstrukce, v niZ nejprve sestrojime bod D’. Takové body jsou vzdy dva, pfi-
¢emz jeden lezi na polopfimce S A (obr.7) a druhy na polopiimce SC' (obr. 8). Nasledné
sestrojime bod P jako prusecik rovnobézky bodem A s pfimkou DD’. Jelikoz mame dvé
mozné polohy bodu D’, budeme mit dvé mozné polohy bodu P, a tak v tomto piipadé
budou existovat vzdy pravé dveé reseni.

D/
D C D C

D/
Obr. 7 Obr. 8

V druhém piipadé |AP| = |A'C’| mizeme jiz predpoklddat, ze A" # C’. Podle
rovnosti |[AP| = |A’C’| snadno najdeme bod P jako pruse¢ik pfimky BD s kruz-
nici k(A4, |A'C’|). V pfipadé |A'C’| > |AA’| dostaneme dva pruseciky neboli dvé feseni,
v ptipadé |A'C’| = |AA’| jedno FeSeni a koneéné zadné feSeni v ptripadé |A'C’| < |AA'|.
Mozna FeSeni odpovidaji ptipadu la (obr.9), resp. 2b (obr. 10). V obou z nich je poloha
bodu ) uréena jednoznacné a snadno zpétné ukazeme, ze plati |[AP| = |PQ| = |QC]|.

Posoudime nyni, kdy neéktera feSeni z prvniho a druhého piipadu splyvaji. Maji-li
body P, @) soumérné sdruzené podle stfedu S navic splitovat i podminku |PQ| = |AP| =
= |A’C"], stane se tak jediné v situaci, kdy { P, Q} = {A’, C'}. Ta je zfejmé moznd, pouze
kdyz P = A" a Q = (', coz vede k rovnosti |A'C’| = |AA’|. Ta vSak znamena pravé



A’ A’

c’ c’

Obr. 9 Obr. 10

to, ze kruznice k se dotykd pfimky BD v bodé A’, a proto (jediné) feSeni z druhého
piipadu splyva s tim ze dvou feSeni prvniho p¥ipadu, p¥i kterém P = A’. Uloha pak ma
celkem dvé feseni (obr.11 a 12).

D C D C
P=A Q
0=C P
A B A B
Obr. 11 Obr. 12
Zjistili jsme, ze pocet Teseni z druhého pripadu, stejné jako splynuti jediného jeho
feSeni s jednim feSenim prvniho pfipadu, zavisi na poméru |A'C’| : |AA'|, ktery staci

vyjadiit pomoci poméru p = a : b pouze v piipadé, kdy a = b neboli p = 1. Podle
Eukleidovy véty o odvésné plati |[DA’| = b?/|BD| < a?/|BD| = |DC’|, odkud |A'C’| =
= (a? — b?)/|BD|. Déle |AA’| = 2Sapp/|BD| = ab/|BD], takze
a® — b? B 1
ab P 5
Pfitom p — 1/p = 1, préavé kdyz p = %(1 +1/5), coz je hodnota takzvaného zlatého fezu
oznacovaného ¢. Vysledky lze shrnout takto:
a a
b b
Pozndmka 1. Namisto zkoumdni délek na pfimce A’C’ jsme mohli zkoumat th-
ly. Diky shodnosti trojuhelniki APA’, CQC’ totiz plati |[<XAPQ| = |<CQP| nebo
| APQ| + |<CQP| = 180°. Pomoci toho se da vysettit, ze v ptipadech 1b, 2a, 3 tvori
body A, C, P, ) rovnobéznik s thloptickami AC, PQ, takze P, () jsou soumérné sdru-
zené podle stfedu S. Déale v pripadech la (obr.13) a 2b (obr. 14) miizeme definovat A”
jako obraz bodu A v osové soumérnosti podle pfimky BD a dokazat, ze body A”, P,

[A'C) - |AA| =

> ¢: 4 feSeni, 1< - S 2 TeSeni.

Q, C tvoii kosoctverec, v némz |A” P| = |A"C|, coz uz davéa navod, jak sestrojit bod P.
AH A//
’ P /II/I
D C D ,"/ C
Q
P
A B>\ A B

Obr. 13 Obr. 14



Poznamka 2. Konstrukci v symetrickém pripadé jsme mohli provést i pomoci
Apolloniovy kruznice. Hleddme mnozinu bodu P takovych, ze |AP| = 2|PS]|. Sestro-
jime tedy bod R na useéce AS takovy, ze |AR| = 2|RS|. Déle plati |AC| = 2|SC]|. Je
znamo, ze hledana mnozina bodt je kruznice nad primérem RC. Tato kruznice protina
polopfimku SD v jednom bodé (obr. 15) a poloptimku SB v druhém bodé (obr. 16).

D C D C

Obr. 15 Obr. 16



3. Necht a, b, ¢, n jsou kladnd celd ¢isla takovd, Ze jsou splnény ndsledujici podminky:
(i) ¢isla a, b, ¢, a4+ b+ ¢ jsou po dvou nesoudélnd;
(ii) ¢islo (a+ b+ c)(a+b)(b+ c)(c+ a)(ab + be + ca) je n-tou mocninou celého
cisla.
Dokazte, Ze soucin abc lze zapsat jako rozdil dvou n-tych mocnin celych cisel.
(Patrik Bak)

Reseni. Dokazeme, Ze ¢isla A = (a + b+ c)(ab+bc+ ca) a B = (a+ b)(b+ c)(c+ a)
jsou nesoudélna. Predpokladejme, ze tomu tak neni. Pak existuje prvocislo p, jez déli
obé ¢isla A, B. Jelikoz p | B, tak p déli alespon jedno z ¢isel a+ b, b+ ¢, ¢+ a. Bez Gjmy
na obecnosti necht je to a + b. Pak ale nemiize platit p | a + b + ¢, nebot by bylo p | ¢,
coz je ve sporu s predpokladem (i). Nutné tedy p | ab+ bc + ca = ab + ¢(a + b), z éehoz
plyne p | ab, takZe p déli alesponi jedno z ¢isel a, b, coz spolu s relaci p | a + b znamena,
ze déli obé ¢&isla a, b, coz je opét ve sporu s (i).

Cisla A, B jsou tedy opravdu nesoudélné a navic jejich soucin AB je podle pfedpo-
kladu (ii) n-t4 mocnina celého ¢isla. Proto musi i kazdé z ¢isel A, B byt n-tou mocninou
celého cisla. Jenze abc = A — B, takze je to opravdu rozdil dvou n-tych mocnin celych
¢isel. Tim je tvrzeni tlohy dokazano.

Pozndmka. Trojice (a,b,c) = (341,447,1235) vyhovuje zadani pro n = 2.



4. Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC. Na poloptimce opacné k poloprimce BC' lezi
bod P takovy, Ze |AB| = |BP|. Analogicky na polopiimce opacéné k poloprimce CB
lezi bod @Q takovy, Ze |AC| = |CQ|. Oznacme J stied kruznice pFipsané strané BC
dané€ho trojuhelniku a D, E po radé jeji body dotyku s primkami AB a AC. Pred-
pokladejme, Ze poloprimky opacné k poloprimkam DP a EQ se protinaji v bodée F'
ruzném od J. Dokazte, Ze AF 1| FJ. (Patrik Bak)

Reseni. Jelikoz body A, D, E, J lezi na kruznici s pramérem AJ, stadi k dikazu
kolmosti AF' L F'J ovéfit, ze na téze kruznici lezi i bod F' (obr.17). Necht G je doty-
kovy bod uvazované pripsané kruznice se stranou BC. Potom z rovnosti |AB| = |BP)|
a |BD| = |BG| plyne shodnost trojuhelniki ABG = PBD (sus) a podobné z rov-
nosti |[AC| = |CQ| a |CE| = |CG| shodnost ACG = QCE. Postupné tak dostavame
|XAEF| = 180° — |xCEQ| = 180° — |xCGA| = |xBGA| = |xBDP| = |xADP|.
Odtud |<AEF| + |xADF| = 180°, coz uz znamena, ze bod F lezi s body A, E, D
na téze kruznici, jak jsme potiebovali dokazat.

Poznamka. Potfebny zavér, ze ctyithelnik ADFE je tétivovy, lze odvodit, jak
nyni ukazeme, i pomoci druhé dvojice jeho protéjsich vnitinich thla pri vrcholech A
a F. Ze shodnosti trojihelniki ABG = PBD a ACG = QCE plyne, ze |XDAE| =
= |¥BAC| = |xBAG| + |¥xGAC| = |xBPD| + |xCQE| = |xQPF| + |xPQF| =
= 180° — |<x PFQ| = 180° — |<DFE| neboli |[<xDAFE| + |<DFE| = 180°.



5. Dokazte, Ze existuje nekonecné mmnoho celych cisel, ktera nelze vyjadrit ve tvaru
2¢ + 3% —5¢ kde a, b, ¢ jsou nezdpornd celd ¢isla. (Jan Mazak, Tomas Barta)

Reseni. Dokazeme, ze dany vyraz pii déleni 12 nikdy nedava zbytek 7. Cisla 2%, 3°
a —b5¢ davaji pri déleni 12 postupné zbytky z mnozin {1, 2,4, 8}, {1,3,9},a {—1,—5}. Pro
kazdy soucet s tii ¢isel z téchto mnozin plati 1+1—-5 < s < 8+9—1, tedy —3 < s < 16.
Jedind mozné hodnota s davajici zbytek 7 pri déleni 12 je tedy s = 7. Pokud ovSem
z tfeti mnoziny vybereme —1, musime z prvnich dvou vybrat ¢isla se souctem 8, coz
zjevné nejde. Podobné dopadneme, kdyZ z tfeti mnoziny vybereme —5. Cislo 7 tedy
nikdy nevyjadiime jako soucet tii ¢isel po jednom z kazdé z téchto t¥i mnozin, coz
dokazuje, ze zkoumany vyraz nemtze byt roven ¢islu tvaru 12k + 7, kde k je celé cislo.
A takovych cisel je nekone¢né mnoho.

Poznamka. Da se ovérit, ze kazdy jiny zbytek pti déleni 12 zkoumany vyraz nabyvat
muze. Také plati, ze pro kazdé prirozené n < 12 zkoumany vyraz mize nabyvat vSechny
mozné zbytky pfi déleni ¢islem n. Naopak nejmensi n > 12, pro néz se néjaky zbytek
znovu nenabyva, je rovno 20, pricemz tehdy jsou nedosazitelné dokonce tti zbytky 11,
13 a 15.

Jiné Feseni. Zkoumejme zbytky pfi déleni 20. Dokazeme, ze néktery lichy zbytek
nelze ziskat. Cisla 3° a —5¢ déavaji pti déleni 20 zbytky z mnozin {1,3,7,9} a {—1, —5}.
Soucet dvou ¢isel po jednom z téchto dvou mnozin nabyva nejvyse 4 - 2 = 8 hodnot,
vesmés sudych. Cislo 2% dava lichy zbytek jen pro a = 0, proto pro cely vyraz 2¢ + 3% — 5¢
mame nejvyse 8 moznych lichych zbytkt, takze pri déleni 20 nelze dostat nejméné dva
liché zbytky.

Pozndmka. Takové zbytky jsou dokonce tfi, a sice 11, 13 a 15. Na druhé strané se
da ovérit, ze vSechny sudé zbytky jsou dosazitelné. (Nedosazitelné zbytky pro n < 30
ukazuje nasledujici schéma.)




6. Pro kterd prirozend c¢isla n lze do tabulky n x n vepsat viechna celd ¢isla od 1 do n?
tak, aby aritmeticky prumeér cisel v kazdém radku i sloupci tabulky byl celym cislem?
(Laura Vistanova)

Reseni. Potfebujeme dosdhnout toho, Ze soucet ¢isel v kazdém Fadku i sloupci bude
délitelny n. Omezime se proto na vyplnovani tabulky ¢isly 0,1,...,n — 1, pficemz kazdé
z nich bude pouzito pravé nkrat (nebot tak dostaneme zbytky vsech ¢isel od 1 do n?).
Rozlisime nasledujici pripady:

> n je liché ¢islo. Uvazujme tabulku

012...n-1

V kazdém sloupci mame n stejnych cisel, takze jejich soucet je délitelny n. Soucty
v Fadcich jsou rovny 0+ 1+ ...+ (n — 1) = in(n — 1), coz je také nasobek n, nebot n
je liché.
> n = 4k pro néjaké prirozené k. V takovém piipadé rozdélme tabulku 4k x 4k na 4k?
¢tverecki 2 x 2 a uvazujme nasledujici vzor:

T 4k — x
4k — x T

Takovych c¢tverecki potfebujeme umistit pravé 2k pro kazdé x = 1,2,...,2k — 1
a pravé k pro x = 2k. Zbyva umistit ¢isla 0, kterd dame do zbylych k ctverecka 2 x 2.
Takové vyplnéni tabulky bude ziejmé vyhovovat zadani, protoze v kazdém takovémto
¢tverecku je soucet cisel v fadcich i sloupcich délitelny 4k a jejich rozmisténi v celé
tabulce tuto délitelnost neovlivni.
> n = 4k + 2 pro néjaké nezdporné celé k. Pro k = 0 (tedy n = 2) snadno zjistime,
7e pozadované vyplnéni neexistuje. Necht £ = 1. Tehdy vypliime podtabulku 4 x 4
v levém hornim rohu néasledovné:

1 4k +1 0 0
2k 2k+42 0 0
2k+1 0 2k 1
0 2k+1 2k+2 4k +

1

Vidime, ze v kazdém tadku i sloupci je zatim soucet c¢isel délitelny 4k + 2. Zbytek
celé tabulky se pritom da rozdélit na ¢tverecky 2 x 2 a podobné jako v predeslém pripadé
vyplnit pomoci vzoru

T 4k +2 —x
4k +2 — x x

Takovych ¢tverecka potfebujeme prave 2k proz = 1 a x = 2k, praveé k pro r = 2k+1
a prave 2k+1 pro kazdé x = 2, ..., 2k—1. Timto vyplnénim zfejme zajistime, ze v kazdém
radku i sloupci bude soucet cisel délitelny 4k + 2. Zbyva doplnit ¢isla 0 do zbylych £ —1
¢tverecki 2 x 2, ¢imz dosavadni vyhovujici hodnoty radkovych ani sloupcovych souctt
nezmeénime.

Uloze tedy vyhovuji vSechna pfirozena ¢isla n riizné od 2.



Jiné reseni. UkaZzeme alternativni feSeni pro pfipady n = 4k a n = 4k + 2, kde
k je prirozené cislo.

> n = 4k:
1 4k—-1 2 4k—2 ... 2k—1 2k+1 2k 2k
1 4k—-1 2 4k—2 ... 2k—1 2k+1 2k 2k
1 4k—-1 2 4k—-2 ... 2k—1 2k+1 2k 2k
1 4—-1 2 4k—-2 ... 2k—1 2k+1 0 O
1 4—-1 2 4t—-2 ... 2k—1 2k+1 0 O
1 4k—-1 2 4k—-2 ... 2k—1 2k+1 0 O
1 4k—-1 2 4k—-2 ... 2k—1 2k+1 0 O

Vidime, ze ¢isla v fadcich se daji sparovat do dvojic se souc¢tem délitelnym 4k, takze
jejich celkovy soucet je délitelny 4k. V prvnich 4k — 2 sloupcich mame po 4k stejnych
¢isel, takze jejich soucet je také nasobek c¢isla 4k. Soucty v poslednich dvou sloupcich
jsou rovny 2k - 2k = 4k?, coz je rovnéz ¢islo délitelné 4k.

> n =4k + 2.

Vsimnéme si nejprve, ze libovolna ¢isla aq,as, ..., a;, pricemz kazdé z nich mame
k dispozici [krat, dovedeme umistit do tabulky [ x [ tak, ze soucet ¢isel v kazdém radku
i sloupci bude stejny:

a a ... Q-1 aj
as as ... a a1
t(al, as, ... ,al) =
a—-1 a ... a-3 a2
ay a ... aQ—92 ar—1

Tuto konstrukei vyuzijeme takto: Rozdélme mnozinu {0,1,...,4k+1}\ {0,2k + 1}
libovolnym zptisobem na dvé disjunktni skupiny A, B takové, ze |A| = 2k — 1 (tedy
|B| = 2k + 1). Nyni vytvofime ¢tyfi posloupnosti 2k + 1 ¢isel

0,0,4, 2k+1,2k+1,A, B, B,

pfi¢emz pro kazdou z nich vytvofime popsanym zpusobem tabulku (2k + 1) x (2k + 1).
Tyto ¢tyii tabulky pak ddme k sobé do konecéné tabulky (4k + 2) x (4k + 2) takto:

£(0,0, A) t(B)
t(B)  t(2k+ 1,2k +1, A)

V takové tabulce je kazdé z ¢isel 0,1, ... 4k + 1 pouzito pravé (4k + 2)-krat. Zbyva
oveérit, ze soucty ve vsech radcich a sloupcich jsou délitelné cislem 4k + 2. Soucet Cisel
v posloupnostech A, B je dohromady roven s = 1+...+ (4dk+1)— (2k+1) = 2k(4k+2),
takze je délitelny 4k + 2. Jednotlivé fadky a sloupce vysledné tabulky maji soucty s
(prvnich 2k + 1 fadku a sloupcti) a s 4+ 4k + 2 (zbyvajici fadky a sloupce), takze i ty
jsou délitelné cislem 4k 4 2, proto vytvorena tabulka opravdu vyhovuje zadani.



