69. ro¢nik matematické olympiady
Ulohy ustfedniho kola kategorie A

. Na tabuli jsou napsana dvé kladna cela ¢isla m a n. V kazdém kroku jedno ze dvou ¢isel
na tabuli nahradime bud jejich souc¢tem, nebo sou¢inem, anebo podilem (je-li celo¢iselny).
V zavislosti na ¢islech m a n urcete vSechny dvojice, které se mohou na tabuli po né€kolika
krocich objevit.

. Je dan trojuhelnik ABC'. Uvnitt jeho stran AB a AC' jsou po fadé zvoleny body X a Y.
Oznacme Z prusecik usecek BY a C'X. Dokazte nerovnost

[BZX] +[CZY] > 2[XY Z],
kde [DEF| znad¢i obsah trojuhelniku DEF.

. Uvazujme soustavu rovnic
2
" =3y +p=z,

y* =3z +p=u,
22 -3x+p=y
s realnym parametrem p.

a) Pro p 2 4 Feste uvazovanou soustavu v oboru realnych éisel.
b) Dokazte, ze pro p € (1,4) kazdé redlné feSeni soustavy spliiuje rovnosti z = y = z.

. Piirozen4 ¢isla a, b spliuji rovnost b = a? + ab + b. Ukaizte, ze b je druhou mocninou
prirozeného cisla.

. Je dan rovnoramenny trojuhelnik ABC se zédkladnou BC', uvnitf které je zvolen bod D.
Necht F, F jsou po fadé takové body na strandch AB, AC, ze plati |xBED| =
= |xDFC| > 90°. Dokazte, Ze kruznice opsané trojuhelnikim ABF a AEC se protinaji
na primce AD v bodé rizném od bodu A.

. Pro kazdé pfirozené ¢islo k oznacme P(k) pocet vSech 4k-mistnych ¢isel, ktera lze sestavit
z Cislic 2, 0 a ktera jsou délitelna cislem 2 020. Dokazte nerovnost

Plk) > (2kk— 1)2

a urcete vSechna k, pro néz nastane rovnost.

Ustfedni kolo planované na 22. az 25. bfezna 2020 se neuskuted-

nilo z détvodu nouzového stavu v Ceské republice. Postupujici do

ustfedniho kola tesili jeho tlohy v internetovém klani konaném
29. a 30. cervna 2020.



1. Na tabuli jsou napsina dvé kladnd cela ¢isla m a n. V kaZdém kroku jedno ze dvou
¢isel na tabuli nahradime bud jejich souctem, nebo soucinem, anebo podilem (je-li
celociselny). V zdvislosti na ¢islech m a n urcete vsechny dvojice, které se mohou
na tabuli po nékolika krocich objevit. (Radovan Svarc)

Reseni. Dokazeme, 7e pro m = n = 1 se na tabuli mizZe objevit libovolna dvojice
kladnych celych cisel a ze pro ostatni volby m a n existuje presné jedna dvojice, jiz
nelze dosahnout, a to (1,1).

Ptedné je jasné, ze obé ¢isla napsana na tabuli budou vzdy kladné a cela. Dale si
ujasnime, z jakych dvojic je mozné jednim krokem ziskat dvojici (1, 1). Jelikoz lze jednou
operaci zménit jen jedno z ¢isel, musi byt takova dvojice bez jmy na obecnosti tvaru
(k,1). Jejim nasledovnikem mohou byt ale pouze dvojice (k+1,1), (k, k+ 1) (nahrazeni
souctem) a (k, k) (nahrazeni sou¢inem ¢ podilem). Jediné vyhovujici &k je tak k = 1.
Jinymi slovy, dvojice (1, 1) 1ze dosdhnout, pouze pokud je na tabuli napséna od zacatku.

Nyni uéinime zdsadni pozorovani. Pokud méme dvojici (a,b), mizeme postupné
napsat dvojice

(a,b) = (a,ab) = (a,ab+a) — (a,b+ 1),

a pricist tak k b jednicku. Analogicky lze jednicku pficist i k a.

K vyfeseni tlohy staci dokéazat, ze z libovolné dvojice (a,b) lze dosdhnout dvojic
(1,2) a (2,1), nebot pak lze pfi¢itanim jedni¢ek dosdhnout vSech dvojic pfirozenych ¢isel
s vyjimkou jiz diskutované dvojice (1,1).

Uvazme dvojici (a, b), v niz bez jmy na obecnosti plati a = b. Pfi¢itanim jednicek
nejprve ziskdme (a, 2a), odkud pfi déleni obdrzime (a,2). Nyni nalezneme nejmensi celé
¢islo k, pro néz a < 2% a piicitanim jednicek piejdeme k (2%, 2). Dale postupnym délenim
vychézi

(2F,2) — (2F71)2) = (2772)2) — ... = (4,2) — (2,2).

Nyni lze vydélenim vytvofit obé dvojice (2,1) a (1,2), ¢imz je tloha vyfeSena.



2. Je dan trojuhelnik ABC'. Uvnitr jeho stran AB a AC' jsou po Tadé zvoleny body X
a'Y. Oznacme Z prusecik usecek BY a CX. DokaZte nerovnost

[BZX] + [CZY] > 2[XY Z],

kde [DEF] znaci obsah trojihelniku DEF . (David Hruska, Josef Tkadlec)

Reseni. Do levé strany ekvivalentné upravené nerovnosti

[BZX] [CZY]

2
xvz  [xvz]~
dosadime vyjadieni
[BZX] _|BZ| czy]  |Cz|
xXyz] _ |vz| * [xvz] |XZz|

ktera jsou obé porovnanim obsahti a zadkladen dvou trojihelniki se spole¢nou vyskou
(obr. 1). Nasi tlohou tak je dokdzat nerovnost

|BZ| |CZ|
YZ| | XZ| '

Obr. 1

Kolmé pruméty boda B, C, X, Y na pfimku AZ oznac¢ime B’, C’, X', Y’ jako na
obr. 1. Potom miizeme dokazovanou nerovnost piepsat jako

|BB'| |CC|

9.
vy XX~

Nyni sta¢i pouzit AG nerovnost a nerovnosti |[BB'|/|XX'| > 1a |CC’|/|YY'| > 1, které
ziejmé plynou z volby bodi X, Y uvniti stran AB, AC. Dostavame tak

|BB'| |CC| > |\BB'| |CC'| |BB'| |CC|

> . - 2.
Yy xx ] =\ vy [ xx] XX Yy




Jiné feseni. VyuZijeme pomérné znamou rovnost
XY Z]-[BCZ] = [BZX]-[CZY],

ktera plati pro libovolny konvexni ¢tyithelnik BCY X (s bodem Z v priiseé¢iku thlopii-
ek, obr.1) a kterou diky spoleéné hodnoté sini ¢tyf uhla XZY, BZC, BZX, CZY
okamzité dostaneme po ¢tyFndsobném uziti skolnfho vzorce [ABC] = Labsin~.

Ve spojeni s AG-nerovnosti pak mame

[BZX]+[CZY] 2 2\/[BZX] - [CZY] =2\/[XY Z]-[BCZ],

proto nam v nasi situaci zbyva ovéfit pouze nerovnost [BCZ] > [XY Z]. Po pricteni
[BXZ] k obéma jejim strandm dostaneme ovSem nerovnost [BXC] > [BXY], ktera
zfejmé plati, nebot bod C' mé od pfimky BX vétsi vzdélenost nezli bod Y (diky tomu,
ze Y lezi mezi body A a C).

Jiné feSeni. Zavedme tii kladné &isla
[BZC]
[ABC]’

(CZA]  [AZB]
[ABC]” T [ABC]

8=

o =

pro néz zjevné plati o + 8 + v = 1. Navic je

[BZX] |BZ| |BY| 4 [ABC] _1_1_1

XYz~ |zY|  |ZY] [CZA] 3"

kde v prvni rovnosti jsme vyuzili spolecné vysky, zatimco v tfeti rovnosti spolecné
zakladny obou doty¢nych trojihelnikt. Podobné lze odvodit, ze

czy] 1

(Xyz] ~ 7

a dokazovanou nerovnost lze tak po vydéleni ¢islem [XY Z] (a pfic¢teni dvojky) ekviva-

lentné prepsat jako
1 1
-+ =>4
EA

Ta vSak s ohledem na 3 + v < 1 jiz plyne ze zndmé (Cauchyovy) nerovnosti:

1 1 1 1
S I T >
5+ >(6+7>(ﬁ+7)_4.



3. Uvazugme soustavu rovnic
2
L= 3y +p=z,

y*—3z+p=u,
2 —3z+p=y

s redlnym parametrem p.
a) Pro p 2 4 teste uvaZovanou soustavu v oboru redlnych cisel.
b) Dokazte, Ze pro p € (1,4) kazdé redlné TeSeni soustavy splriuje rovnosti x =
=y=z. (Jaroslav Svréek)

ReSeni. Se¢teme-li zadané rovnice, ziskime
2 2, .2 _
zrH+y + 27 —4dr —4y — 424+ 3p =0,
coz lze doplnénim na ¢tverce upravit do tvaru
(r -2+ (y—272%+(z—2)*+3p—12=0.
Je-li p > 4, je leva strana kladnd a rovnost nastat nemize. Pro p = 4 je nutné
x =1y =z=2,coz je i FeSeni pivodni soustavy. Tim jsme vytesili ¢ast (a).

Pro ptipad p € (1,4) nejprve ukdZeme, Ze x, y a z jsou nezaporna realné c¢isla.
Predpokladejme (bez ijmy na obecnosti), ze y < 0. Pak z prvni a t¥eti rovnice odvodime

2 —2+p<0, (1)
22 —3r+p <0, (2)

odkud s ohledem na p > 0 plyne, ze z > 0, z > 0. Zarovenl ovSem plati nerovnosti

2 —24+p<0=Z (z— D),
22 -3r+p<0=(2— D)3,

SIS

Porovnanim levych a pravych stran s ohledem na p = 1 ziskdme
z > 2x\/p 2 2z,

2 2

Oboji pro kladna x, z neni mozné, a tim jsme dovedli predpoklad y < 0 ke sporu.

Déle mtzeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze x =y =2 0 a x = z = 0. Pak
plati 22 > 22, —3y = —3x, a proto

z=a-3y+p=222—-3r+p=y.

Je tudiz = 2 = y = 0. To vsak znamena, ze —3y = —3z a soudasné z2 = y2. Potom
z=a2?-3y+p=y*—3z2+p=u2,

tedy z 2 z, a proto x = z. Odectenim tfeti rovnice od prvni (v piivodni soustaveé)

dostavame s ohledem na rovnost z = z vztah 3(x — y) = = — y, z néhoz ovSem plyne
x = y. Opravdu tak plati x =y = z.



Jiné feseni. V tomto feSeni ukdZeme, Ze soustava nema jina feSeni nez ta, pro néz
x =y = z, dokonce pfti libovolném p > —10. Jelikoz v pripadé rovnosti dvou neznamych
lze jako v samotném zavéru prvniho feSeni dokazat rovnost vSech tfi, staci nam pro
spor predpokladat, Ze uvazovand soustava mé Feseni (x,y, z) s navzajem ruznymi ¢isly
T,y az.
Rozdil prvnich dvou rovnic upravime do tvaru
(z—y)z+y) =3y —2z—u=,
jehoz pravou stranu lze upravit dvéma zpiisoby jako
{(y—x)+2(y—2),
3y —2z —x =
3(y—z)+2(x — 2).
Rozdil prvnich dvou rovnic lze tak prepsat dvéma zptisoby
(@—y)z+y+1)=2@—2),
(z —y)(z+y+3)=2(—2).
Po sestaveni dalsich dvou analogickych dvojic rovnosti (odpovidajicich rozdilim jinych
dvou rovnic) mezi sebou vynésobime t¥i rovnosti jednoho typu a dalsi t¥i rovnosti
druhého typu, ¢imz po vykraceni nenulovych rozdili neznéamgch (diky predpokladu
x #y # z # x) ziskdme
(r4+y+Dy+2+D)E+a+1) =8,
(z+y+3)(y+2+3)(z+z+3)=-8.
Levé strany obou téchto rovnosti jsou symetrické funkce proménnych z, y, z. Treti
takovou rovnost obdrzime sectenim vsech tii ptivodnich rovnic:
24y 22— Aty +2)+3p=0.

Technickou naroc¢nost situace nyni zmirnime prechodem k proménnym

a=z+y+1,
b=y+2z+1,
c=z4+x+1,

pricemz nasim cilem bude prepsat trojici symetrickych rovnic pouze pomoci elementéar-
nich symetrickych polynomi

a=a+b+c,
B = ab+ bc+ ca,
v = abc.

Po chvili tprav skutecné ziskdme soustavu rovnic
v =38,
v+ 28 4+ 4a = —16,
3a® — 83 — 10a + 12p = —27.

Z prvnich dvou rovnic lze vyjadfit f = —12 — 2, coz po dosazeni do tieti rovnice vede
k jejimu zjednoduseni na tvar

a?+2a+41+4p=0.
Diskriminant této kvadratické rovnice je
4 — 4(41 + 4p) = —16p — 160,

coz je pro p > —10 zaporny vyraz, a mame tak kyzeny spor s predpokladanou existenci
feSeni s navzajem riznymi ¢isly x, y a z.



Pozndmka. Pro p = —10 mé soustava FeSeni (x,y,z) s pribliznymi hodnotami
(—0,21; —4,08;2,30) (a jeho cyklické obmeény), coz jsou kotfeny jistého konkrétniho ku-
bického polynomu (piislugnd éisla a, b, ¢ jsou kofeny polynomu P(t) = t3 +t2 — 10t — 8).
Pro p = —11 ma soustava dokonce celoc¢iselné feseni (—1, —4,2).



4. Prirozend ¢isla a, b splriuji rovnost b = a®+ab-+b. Ukazte, Ze b je druhou mocninou
prirozeného cisla. (Patrik Bak)

ResSeni. Oznacme d nejvétsi spoleény délitel éisel a, b. Pak plati, ze a = dai, b = db;
pro né&jakd nesoudélné piirozend ¢isla aq, b;. Rovnost ze zadani proto lze (po vydéleni
¢islem d) psat jako

db? = da? + dayby + by.

Protoze d déli levou stranu této rovnosti, musi délit i tu pravou, coz nastane, pravé kdyz
d | b;. Obdobné plati, Ze by déli levou stranu, a tedy i tu pravou neboli by | da?. Jeliko
¢isla a1 a by jsou nesoudélna, musi platit by | d. Ze vzadjemné délitelnosti d | by a by | d
tudiz plyne, Ze d = b;. Je proto b = db; = b?, coZ je druhd mocnina pfirozeného &isla,
a dukaz je tak hotov.

Jiné feseni. Protoze pfirozené &islo a je fesenim kvadratické rovnice x2 4+ xb+b—
—b? = 0, je diskriminant této rovnice b? — 4(b — b?) = b(5b — 4) roven druhé mocniné
néjakého prirozeného cisla k.

Nejvétsi spolecny délitel d ¢isel b a 5b—4 je ziejmeé délitelem i ¢isla 4. Proto pripadaji
v tvahu pouze hodnoty d € {1,2,4}.

Je-li d = 1, jsou ¢isla b a 5b — 4 nesoudélnd, a rovnost b(5b — 4) = k? tak znamena,
ze obé tato ¢isla (a specialné ¢islo b) jsou druhé mocniny néjakého ptirozeného ¢isla.

Je-li d =4, lze psat b = 4r a pak

k% = b(5b — 4) = 4r(20r — 4) = 167 (5r — 1).

Druhymi mocninami jsou tedy nejen ¢&isla k2 a 16 = 42, ale i hodnota soucinu r(5r — 1)
dvou zjevné nesoudélnych cisel, a tudiz druhymi mocninami jsou i oba Cinitelé. Pro jisté
piirozené ¢islo m tak plati r = m?2, odkud b = 47 = 4m? neboli b = (2m)?.

Nakonec ukazeme, ze zbyly pripad d = 2 nastat nemize. Obdobné jako v pfedcho-
zim pripadé odvodime, ze %b =p? a %(56 — 4) = ¢? pro néjakd piirozend &isla p a q.
Eliminaci b ziskdme rovnost ¢ = 5p? — 2, v niz prava strana davé zbytek 3 pii déleni
péti. Ovsem druh& mocnina ptirozeného ¢isla dava vzdy jeden ze zbytki 0, 1, 4, a pfipad
d = 2 tak skutecné nemuze nastat.

Tim jsme dokazali, ze b je druhou mocninou pfirozeného disla.

Poznamka. Piiklady (2,4) a (15,25) dvojic (a, b) ukazuji, Ze ¢isla ze zadani skuteéné
existuji.



5. Je ddn rovnoramenny trojihelnik ABC se zdkladnou BC, uwvniti které je zvo-
len bod D. Necht E, F jsou po tadé takové body na strandch AB, AC, Ze plati
|xBED| = |xDFC| > 90°. Dokazte, Ze kruznice opsané trojuhelnikim ABF
a AEC se protinaji na primce AD v bodé ruzném od bodu A.

(Patrik Bak, Michal Rolinek)

Reseni. Dokazeme, Zze bod D ma stejnou mocnost k obéma kruznicim. Podle znamého
tvrzeni o chorddle je mnozinou takovych bodd primka, na niz v pripadé protinajicich
se kruznic lezi oba priseciky. Bod D tak bude lezet na této spojnici, coz je jen jina
formulace dokazovaného tvrzeni.

Ozna¢me P prusecik kruznice opsané trojuhelniku AEC s tseckou BC (obr.2).
Potom z tétivového c¢tyituhelniku AEPC' ziskame

|XBEP|=180° — |xPEA| = |<ACP|

a z rovnoramennosti trojuhelniku ABC' déle také |xACP| = |<xPBE|. Celkem tak
mame |<BEP| = |<PBE]|, a plati tak |PB| = |PE|. Obdobné pro priisecik @ kruznice
opsané trojuhelniku AF B s usec¢kou BC plati |QC| = |QF|. Jelikoz podle zadani jsou
oba thly BED a CFD tupé, lezi body P a @) uvniti odpovidajicich tisecek DB a DC),
coz zaroven znamend, ze bod D lezi uvnitt obou prislusnych kruh.

Obr. 2

Vsimnéme si, ze trojuhelniky BED a C'F'D jsou podobné podle véty uu a bodu P
pritom odpovida bod . Proto oznacime-li k koeficient této podobnosti, plati

1
DB|-|DQ| = |DC| - K|DP| = |DC|-|DP|

Bod D tak ma stejnou mocnost ke kruznicim opsanym trojuhelnikim ABF a AEC, jak
jsme chtéli dokazat.



6. Pro kazdé ptirozené cislo k oznacme P(k) pocet vsech 4k-mistnijch cisel, ktera lze
sestavit z c¢islic 2, 0 a kterd jsou délitelnd cislem 2020. Dokazte nerovnost

PRy > (%k— 1)2

a urcete vSechna k, pro nézZ nastane rovnost. (Jaromir Simsa)

Reseni. Vsechna vyhovujici 4k-mistna ¢isla jsou tvaru 2-J, kde J je libovolné 4k-mistné
Cislo sestavené z ¢islic 1 a 0, které je délitelné ¢islem 1010 = 10-101. Hodnota P(k) tak
udava pocet takovych 4k-mistnych ¢isel J sestavenych z ¢islic 1 a 0, kterd konéi ¢islici
nula a ktera jsou délitelna cislem 101.

4k-mistné ¢islo J = C4x_1Car_2 . - - c1¢o dava pri déleni ¢islem 101 stejny zbytek jako
¢islo

S(J) = S0 + 1081 — SS9 — 1083 = (50 - 82) + 10(81 - 83), (1)
kde

So=C t+C4+ ...+ Cag—a, S1=C+C+ ...+ Ca—3,

SQZCQ+06+...+C4]€,2, 832634—67—}-...—}-04]@,1.

Plyne to z toho, ze mocniny 10%, 10%*1, 10%+2, 10%*3 davaji pii déleni ¢islem 101
po rade stejné zbytky jako ¢isla 1, 10, —1, —10, coz je snadné ovéfit indukei vzhledem
k celému ¢islu ¢ = 0.

Pro splnéni podminky 101 | S(J) podle (1) jisté staci, aby platila silnéjsi podminka

sp—s2=0 a s1—s3=0. (2)

Pii daném k uréime pocet takovych ¢isel J s ¢islicemi ¢; € {1,0}, pro néz kromé (2)
plati cq_1 = 1 a ¢y = 0 (aby skutecné slo o 4k-mistné ¢islo délitelné deseti). Upravime-li
rovnosti (2) s dosazenymi hodnotami cgx_1, ¢ do tvaru

0+C4+Cg+...+64]€_4+(1—62)+(1—66)+...+(1—C4k_2):k’,
cates+.oootea-s+(1—c3)+ 1 —cr)+...+ (1 —car—s5) +0=FK,

dojdeme podle kombinatorického pravidla soucinu k zavéru, ze hledany pocet je roven

¢islu
2% — 1\?
L .

To plati, nebof na levych strandch upravenych rovnosti tvoii s¢itanci libovolnou permu-
taci k jednicek a k nul, u které je ovSem jedna pozice nuly (na uplném zacatku ¢i konci)
zadana. Tim je nerovnost ze zadani tilohy dokézana.

Ve druhé casti feSeni ukézeme, ze rovnost v dokdzané nerovnosti nastane, prave
kdyz k < 9. Pro kazdé k totiz diky podminkdm cqr_1 = 1 a ¢y = 0 soucty s; spliiuji
nerovnosti

0§80§k—1, 0§81§]{I, 0§82§]€, 1§33§]€.

Podle nich pro oba rozdily dg = sg — 2 a d; = s1 — s3 plati —k < d; < k— 1, odkud pro
soucet S(J) z (1) plynou odhady —11k < S(J) < 11(k —1). V pfipadé k < 9 to ziejmé
znamena, ze 101 | S(J), pravé kdyz S(J) = 0 neboli dy = —10d;. To pak ovSem nastane
jediné tak, ze dy = d; = 0, nebot obecné odhady ¢isla dy pro k < 9 vedou k nerovnostem
—9 < dp = 8, takze 10 | dy pouze pro dy = 0.

10



Zbyva pro kazdé k = 10 uvést priklad vyhovujiciho ¢isla J, pro néz je S(J) nenulovy
nasobek ¢isla 101, kupt. S(J) = —101. Posledni plati, pokud so = s3 = 0, so = 1
a s3 = 10. Ze lze takové ¢islice ¢; € {1,0} pro kazdé k = 10 vybrat (aby pfitom platilo
cap—1 = 1 a ¢g = 0), je zfejmé: za jednicky zvolime pouze jeden séitanec v souétu s,
a scitanec c4r_1 a libovolnych devét dalsich v souctu ss.
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