65. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z5

7Z5-1-1

Cisla 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 a 9 cestovala vlakem. Vlak mél tii vagény a v kazdém se
vezla pravé tii éisla. Cislo 1 se vezlo v prvnim vagénu a v poslednim vagénu byla viechna
¢isla licha. Prtavodci cestou spocital soucet ¢isel v prvnim, druhém i poslednim vagdénu
a pokazdé mu vysel stejny soucet.

Urcete, jak mohla byt ¢isla do vagént rozdélena. (V. Hucikovad)

Napovéda. Zjistéte, jaky byl soucet ¢isel v kazdém vagdnu.

Mozné feSeni. Soucet vSech Cisel ve vSech vagénech je
1+2+3+4+5+6+74+849=45.

Soucet cisel v kazdém vagénu tedy byl 45 : 3 = 15.

Ve tietim vagonu se vezla tfi lichd ¢isla jind nez 1, z nich lze ziskat soucet 15 pouze
jako 3 +5 + 7. V prvnim vagéné se vedle 1 vezla jesté nektera dvé cisla z 2, 4, 6, 8, 9.
Z téchto cisel lze ziskat soucet 15 pouze jako 1 + 6 + 8. Do druhého vagénu tak zbyvaji
¢isla 2, 4, 9 (pro kontrolu 2 + 4 + 9 = 15).

Uloha ma4 jediné FeSeni: v prvnim vagénu se vezla ¢isla 1, 6, 8, ve druhém vagénu 2,
4,9, ve tretim vagoénu 3, 5, 7.

Jiné fesSeni. I bez urceni souctu ¢isel v kazdém vagoénu lze na uvedené feseni prijit zkou-
senim. Nejméné moznosti je v poslednim vagénu, kde se vezla né€ktera tri ¢isla z 3, 5, 7, 9:

e Trojice 5, 7, 9 m4 soucet 21 a stejny soucet by musel byt i v prvnim vagénu. Ze dvou
zbylych cisel a 1 vsak lze ziskat nejvyse 1 4+ 6 + 8 = 15, coz nevyhovuje.

e Trojice 3, 7, 9 m4 soucet 19; v prvnim vagonu by pak mohl byt soucet nejvyse 146+
+ 8 = 15, coz také nevyhovuje.

e Trojice 3, 5, 9 ma soucet 17; v prvnim vagoénu by pak mohl byt soucet nejvyse 1+ 7+
+ 8 = 16, coz také nevyhovuje.

e Trojice 3, 5, 7 ma soucet 15; v prvnim vagénu by pak mohla byt trojice 1, 6, 8 se
souctem 15, coz je vyhovujici moznost.

Do druhého vagonu tak zbyvaji ¢isla 2, 4, 9, ktera maji taktéz soucet 15.

7Z5-1-2

Marta nesla své nemocné kamaradce Marusce 7 jablek, 6 hrusek a 3 pomerance. Cestou
ale dva kusy ovoce snédla. Urcete, ktera z nasledujicich situaci mohla nastat a jaké dva
kusy ovoce by Marta v takovém piipadé musela snist:

a) Maruska nedostala zZadny pomeranc.

b) Maruska dostala méné hrusek nez pomerandéi.

c) Maruska dostala stejny pocet jablek, hrusek i pomerancu.

d) Maruska dostala stejny pocet kusii ovoce dvojiho druhu.

e) Maruska dostala vice jablek nez zbyvajicich kust ovoce dohromady. (L. Hozovad)
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Napovéda. Zvazte postupné vSechny moznosti, které kusy ovoce mohla Marta snist.

Mozné reseni. Existuje jenom nékolik malo moznosti, které kusy ovoce Marta cestou
snédla. Probereme vSechny moznosti a porovname s nabizenymi situacemi a)—e). Jednotlivé
druhy ovoce znac¢ime jejich pocatecnimi pismeny:

Marta snédla Maruska dostala
2j 5j + 6h + 3p
Jj+h 65 +5h + 3p
Jj+p 65 4+ 6h + 2p
2h 75 4+ 4h + 3p
h+p 75 +5h+2p
2p 77+ 6h+p

Odtud vidime, Ze situace a), b) c¢), e) nemohly nastat nikdy a situace d) pouze ve tfetim
pripadé: Marta tedy cestou snédla jablko a pomeranc¢, Marusce donesla 6 jablek, 6 hrusek
a 2 pomerance.

Z5-1-3

Maminka vyprala ¢tvercové utérky a vési je vedle sebe na pradelni sntiru natazenou
mezi dvéma stromy. Pouzila $ntiru o délce 7,5 metru, pricemz na uvazani kolem kment
potiebovala na kazdé strané 8 dm. VSechny utérky maji sitku 45 cm. Mezi krajni utérkou
a kmenem maminka nechava mezeru alespon 10 cm, utérky se ji neprekryvaji a nema je
slozené ani skrcené.

Kolik nejvice utérek miuze takto povésit na natazenou snaru? (L. Dedkova)

Napovéda. Nejprve zjistéte, kolik snury mize byt vyuzito k vlastnimu véseni utérek.

MozZné reseni. VSechny rozméry budeme vyjadfovat ve stejnych jednotkach, a to v dm.
Délka napnuté snury mezi stromy je rovna 75 — 2 -8 = 59 (dm). Z kazdé strany ma navic
zustat volny 1dm. K vlastnimu véSeni tedy mtze byt pouzito 59 — 2 -1 = 57 (dm).

Kazd4 utérka je sirokd 4,5dm, jedna dvojice utérek tedy zabird nejméné 9 dm. Sest
dvojic utérek zabird nejméné 54 dm, v takovém piipadé zbude nejvyse 3 dm siiry (57 =
= 6-9+ 3). Do tohoto prostoru se jiz zadnéa dalsi utérka nevejde. Na sitru lze uvedenym
zpusobem povésit nejvyse 12 utérek.

Z5-1-4
Kdyz pan Beran zaklddal chov, mél biljch ovci o 8 vice nez ¢ernych. V soucasnosti ma
bilych ovci ¢tytrikrat vice nez na zacatku a cernych tiikrat vice nez na zacatku. Bilych ovci

je ted o 42 vice nez ¢ernych. Kolik nyni pan Beran chové bilych a éernych ovei dohromady?
(L. Simiinek)

Napovéda. Uvazte situaci, kdy se trikrat zvétsi jak pocet ¢ernych, tak pocet bilych ovci.
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MozZné reseni. Kdyby se pocatecni pocty cernych i bilych ovci zvétsily tfikrat, bylo by
nyni bilych ovel o 24 vice nez ¢ernych (nebot 3 - 8 = 24). Pocet bilych ovci se vSak zvétsil
nikoli tfikrat, ale ¢tyrikrat a bilych ovci je nyni o 42 vice nez ¢ernych. Rozdil 42 — 24 = 18
odpovida rozdilu ¢tyfnasobku a trojnasobku ptivodniho poctu bilych ovci, coz je praveé
onen puvodni pocet. Na zacatku tedy bylo 18 bilych a 18 — 8 = 10 ¢ernych ovci.

V soucasnosti pan Beran chové 4 - 18 = 72 bilych ovci a 3 - 10 = 30 cernych ovci, coz
je dohromady 72 + 30 = 102 ovci.

Poznamka. Predchozi tivahy je mozné graficky znazornit takto:
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Z5-1-5

Ctvercova sit se sklada ze ¢étvercii se stranou délky 1cm. Narysujte do ni alespoit tii
rtizné obrazce takové, aby kazdy mél obsah 6 cm? a obvod 12 cm a aby jejich strany splyvaly
s pfimkami sité. (E. Semerddovad)

Napovéda. Nacrtnéte si n&jaky utvar s obsahem 6cm? a upravujte jej tak, aby byly
splnény ostatni podminky.

Mozné Feseni. Jednoduchym ttvarem s obsahem 6cm? je napf. obdélnik se stranami
délek 2cm a 3cm. Ten ma vsak obvod pouze 10cm; potfebujeme presunout cast jeho
plochy tak, aby se obvod o 2cm zvétsil. To si lze v rdmci zadané ¢tvercové sité predstavit
tak, ze zkousime presouvat jednotlivé ¢tverce obsazené v obdélniku na jind mista. Nékolik
moznych feseni je na obrazku:

Poznamka. Zvidavéjsi feSitel se mize zamyslet nad dalsimi, pfip. vSemi moznymi feSeni-
mi. K tomu si sta¢i povSimnout, ze pfi presouvani dilé¢ich ¢tvercti mysleného obdélniku se
obvod zvétsi bud o 2 cm, nebo o 4 cm, a to podle toho, zda je tento ¢tverec rohovy, nebo ne.



Z5-1-6
V neprestupném roce bylo 53 nedéli. Na jaky den tydne piipadl Stédry den?
(M. Volfova)

Napoveéda. Zjistéte, kolik je v roce plnych tydnu a kolik je dnd navic.

Mozné feseni. Nepiestupny rok ma 365 dni, tj. 52 plnych tydni a jeden den navic (365 =
= 52:7+1). V 52 plnych tydnech je 52 nedéli, proto musi byt onen den navic nedéli. Takovy
rok proto zac¢inal i konéil nedéli. Stédry den je piesné tyden pfed poslednim dnem v roce,
proto byl i Stédry den v nedéli.



65. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z6

Z6-1-1
Archeologové zjistili, Ze vlajka bajného matematického kralovstvi byla rozdélena na

Sest poli, tak jako na obrazku. Ve skutecnosti byla vlajka tribarevna a kazdé pole bylo
vybarveno jednou barvou.

Védci uz vybadali, ze na vlajce byla pouzita cervend, bila a modra barva, ze vnitini
obdélnikové pole bylo bilé a ze spolu nesousedila dvé pole stejné barvy. Urcete, kolik moz-
nosti vzhledu vlajky musi archeologové v této fazi vyzkumu zvazovat. (V. Hucikovad)

Napovéda. Zacnéte vybarvovat a zvazujte, kdy je nasledujici postup jednoznacény a kdy
existuje vice moznosti.

Mozné Feseni. Trojuhelnikové pole sousedici s bilym obdélnikem muze byt bud ¢ervené,
nebo modré:

Pokud by toto pole bylo ¢ervené, potom by pravouhlé lichobézniky musely byt modré
(sousedi s bilym obdélnikem a ¢ervenym trojihelnikem) a posledni lichobéznikové pole by
muselo byt cervené (sousedi s bilym obdélnikem a modrymi lichobézniky). Zbylé trojihel-
nikové pole by pak mohlo byt bud bilé, nebo modré (sousedi s ¢ervenym lichobéznikem).

Pokud by trojihelnikové pole sousedici s bilym obdélnikem bylo modré, potom by
prislusna diskuse byla velmi podobna predchozi, akorat by byly prohozeny barvy cervena
a modra.

Celkem tedy dostavame 2 + 2 = 4 moznosti, které musi archeologové zvazovat.

RO



7Z6-1-2

Jirik Sel do sluzby k ¢arodéjovi. Ten mél v prvnim sklepé vic much nez pavoukt, ve
druhém naopak. V kazdém sklepé meli mouchy a pavouci dohromady 100 nohou. Urcete,
kolik mohlo byt much a pavoukt v prvnim a kolik ve druhém sklepé. (M. Krejcova)

Napovéda. Uvédomte si, kolik ma ktery z tvori nohou za predpokladu, Ze Zaddnému z nich
zaddné noha nechybi.

Mozné reseni. Musime zjistit, jaké poc¢ty much a pavouki daji dohromady 100 nohou.
V nésledujici tabulce postupné uvazujeme riuzné pocty pavoukid (p), uréime, kolik maji
celkem nohou (P = 8p) a kolik nohou zbyva na mouchy (M = 100 — P); pokud je tento
pocet délitelny Sesti, dostavame mozné Feseni (m = M : 6). Protoze vSechna ¢isla musi byt
kladna, staci prozkouset jen né€kolik moznosti:

1 2 3 4 5) 6 7 8 9 |10 | 11 | 12
8 |16 | 24 | 32 | 40 | 48 | 56 | 64 | 72 | 80 | 88 | 96

92 | 84 | 76 | 68 | 60 | 52 | 44 | 36 | 28 | 20 | 12 | 4

I |2 0|

~ | -] | - -6 -] -]2]-

Odtud vidime ¢tyfi moznosti: v prvnim sklepé mohlo byt 14 much a 2 pavouci, nebo
10 much a 5 pavoukti; ve druhém sklepé mohlo byt 8 pavoukii a 6 much, nebo 11 pavoukt
a 2 mouchy.

Poznamka. Vzhledem k tomu, Ze vSechny poc¢ty nohou jsou sudé, je mozné si trochu
usettit pocitani v tabulce tim, zZe tyto pocty délime dvéma. To je totéz, jako bychom pocitali
jenom levé (nebo jenom pravé) nohy jednotlivych tvort. Jinymi slovy, misto hledani p a m
takovych, aby platilo 8p + 6m = 100, fesime 4p + 3m = 50.

Z6-1-3

Na obrazku je c¢tverec ABCD, ¢tverec EFGD a obdélnik HIJD. Body J a G lezi
na strané CD, pficemz plati |DJ| < |DG|, a body H a E lezi na strané DA, pficemz
plati |[DH| < |DE|. Déle vime, 7e |DJ| = |GC]|. Sestitthelnik ABCGFE m4 obvod 96 cm,
Sestitthelnik FFGJIH méa obvod 60cm a obdélnik HI1.JD mé obvod 28 cm.

D J G C

H

A B

Urcete obsah Sestitthelniku FFGJIH. (L. Simiinek)



Napovéda. Dokazete urcit délku nékteré tusecky, aniz byste k tomu pouzili vice nez jeden
zadany rozmér?

Mozné FesSeni. Zjistime rozméry ¢tverce FFGD a obdélniku HI.JD, abychom stanovili
jejich obsahy. Rozdil téchto obsaht predstavuje zadany obsah Sestitthelniku FFGJIH.

Zadany obvod Sestithelniku EFGJIH je roven obvodu ¢tverce EFGD, nebot |JI| =
= |DH| a |HI| = |DJ|. Strana GD m4 tedy velikost 60 : 4 = 15 (cm). Podobné zadany
obvod Sestitthelniku ABCGFFE je roven obvodu c¢tverce ABCD, velikost strany C'D je
tudiz 96 : 4 = 24 (cm). Rozdil délek stran téchto dvou ¢étverci je roven délce usecky GC,
ktera je dle zadani rovna délce tsecky D.J:

IDJ| = |GC| = 24 — 15 = 9 (cm).

Pomoci zndmého obvodu obdélniku HIJD a délky strany D.J stanovime i druhy rozmeér
tohoto obdélniku:

|JI| = (28 —2-9) : 2 = 5 (cm).

Nyni mame vSechny tdaje potfebné ke stanoveni obsahii ¢tverce EFGD a obdélniku
HIJD:
Serap = 15-15 =225 (cm?), Syrsp =9-5 = 45 (cm?).

Hledany obsah Sestitthelniku tedy je
SEFGJ[H = 225 —45 =180 (sz).

76-1-4
Na obrazku je obdélnik rozdéleny na 7 policek. Na kazdé policko se mé napsat praveé
jedno z ¢isel 1, 2 a 3.

Mirek tvrdi, ze to lze provést tak, aby soucet dvou vedle sebe napsanych ¢isel byl

pokazdé jiny. Zuzka naopak tvrdi, ze to neni mozné. Rozhodnéte, kdo z nich ma pravdu.
(V. Hucikovad)

Napovéda. Zjistéte, které rtizné soucty lze ziskat.
MozZné reSeni. VSechny mozné dvojice, které lze z danych ¢isel slozZit, jsou

(L1); (1,2),(2,1); (1,3),(2,2),(3,1); (2,3),(3,2); (3,3).
Tyto moznosti davaji 5 raznych soucti, a to 2, 3, 4, 5, 6 (dvojice s riznymi soucty jsou
oddéleny stfedniky). Na uvedeném obrazku vsak potfebujeme 6 dvojic s riznymi soucty,
pravdu mé tedy Zuzka.

Poznamka. a) K urceni moznych soucti neni t¥eba vypisovat vSechny piipustné dvojice:
nejmensi soucet odpovida 1+ 1 = 2, nejvétsi je 3+ 3 = 6. Odtud plyne, ze moznych soucti
neni vic nez 5, coz je méné nez pozadovanych 6.

b) Reseni tlohy pomoci véech moznych vyplnéni tabulky a kontrolou takto ziskanych
soucti je extrémné pracné. Pokud by vSak takové feSeni bylo tplné, necht je povaZovano
za Spravné.



Z6-1-5

Pan Cuketa mél obdélnikovou zahradu, jejiz obvod byl 28 metrt. Obsah celé zahrady
vyplnily pravé ¢tyti ctvercové zahony, jejichz rozméry v metrech byly vyjadieny celymi
Cisly.

Urcete, jaké rozméry mohla mit zahrada. Najdéte vSechny moznosti. (L. Hozova)

Napovéda. Uvédomte si, Ze ¢tverce nemusi mit stejné rozmeéry.

Mozné feSeni. Obvod 28 = 2 - 14 metru lze pomoci kladnych celych ¢isel vyjadfit pouze
nékolika malo zptsoby. Postupné vsechny probereme a zjistime, zda lze odpovidajici zahon
rozdélit na ¢tyti ¢tverce s celociselnymi rozmeéry:

e 28 =2-(13+ 1), v takovém pfipadé potfebujeme 13 ¢tverci:

e 28 =2- (124 2), v takovém ptipadé potiebujeme nejméné 6 ctverci:

e 28 =2 (11 4+ 3), v takovém ptipadé potfebujeme nejméné 6 ctverci:

e 28 =2-(10+4), v takovém pfipadé staci 4 ¢tverce:

e 28 =2-(9+5), v takovém piipadé potFebujeme nejméné 6 ¢tverci:

e 28 =2-(8+6), v takovém ptipadé stac¢i 4 ¢étverce:
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e 28 =2-(7+7), v takovém p¥ipadé by byl zdhon ¢tvercovy a ne obdélnikovy.

Zahrada mohla mit rozméry 10 x 4 nebo 8 x 6 metri.

Jiné resSeni. Uvazujme, jak lze slozit jeden obdélnik ze étyf ¢tvercti (obecné riznych
celo¢iselnych rozméru). To 1ze udélat pouze nasledujicimi zpiisoby:

Pokud velikost strany nejmensiho ¢tverce v metrech oznac¢ime a, potom obvod obdél-
niku v jednotlivych pripadech je:

e 2. (4a + a) = 10a, coz neni rovno 28 pro zadné celé a.

e 2-(5a+2a) = 14a, coz je rovno 28, pravé kdyz a = 2; obdélnik ma v takovém piipadé
rozmeéry 10 X 4 metru.

e 2. (5a + 3a) = 16a, coz neni rovno 28 pro zadné celé a.

e 2-(4a+3a) = 14a, coz je rovno 28, pravé kdyz a = 2; obdélnik ma v takovém piipadé
rozméry 8 X 6 metri.

Z6-1-6
V zédmecké kuchyni pripravuji nudlovou polévku v hrncich a kotlich. V pondéli uvatrili
25 hrnci a 10 kotld polévky. V ttery uvarili 15 hrnci a 13 kotld. Ve stiedu uvarili 20 hrnct
a ve ctvrtek 30 kotla. Pritom v pondéli a v utery uvarili stejné mnozstvi polévky.
Kolikrat vic polévky uvarili ve ¢étvrtek nez ve stiedu? (K. Pazourek)

Napovéda. Zjistéte, jak se lisily pocty hrnct, resp. kotli polévky uvarenych v pondéli
a utery.

Mozné reseni. V pondéli uvarili o 10 hrnci polévky vice nez v utery, zatimco v tutery
uvarili o 3 kotle vice nez v pondéli. Protoze v tyto dny uvarili stejné mnozstvi polévky, ma
10 hrnct tentyz objem jako 3 kotle.

Ve stiedu uvarili 20 = 2 - 10 hrnct polévky, coz odpovida 2 - 3 = 6 kotlim. Ve c¢tvrtek
pak uvarili 30 = 5 - 6 kotli polévky, coz je pétkrat vic nez ve stredu.



65. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

|. kolo kategorie Z7

77-1-1

Myska Hryzka nasla 27 stejnych krychlicek syra. Nejdiive si z nich poskladala velkou
krychli a chvili pockala, nez se syrové krychlicky k sobé prilepily. Potom z kazdé stény velké
krychle vyhryzla stfedni krychlicku. Poté snédla i krychlicku, ktera byla ve stfedu velké
krychle. Zbytek syra chce Hryzka spravedlivé rozdélit svym ¢tyfem mléddatim, a proto ho
chce roziezat na étyfi kusy stejného tvaru i velikosti. Rezat bude jen podél stén krychlicek
a nic k sobé uz lepit nebude.

Jaky tvar mohou mit kusy syra pro mlddata? Najdéte alespont dvé moznosti.
(V. Hucikovad)

Napovéda. Urcete, kolik syra dostane kazdé z mladat.

Mozné FeSeni. Puvodni krychle byla slozena z 27 krychli¢ek. Hryzka vykousla po jedné
krychli¢ce z kazdé stény a jednu prostfedni, prohryzana krychle tedy obsahovala 27 — 6 —
— 1 = 20 krychlicek. Kazdé ze ¢ty mladat tedy dostane 20 : 4 = 5 krychlicek syra.

Nyni je potfeba predstavovat si rtizné utvary slozené z 5 krychlicek tak, aby ze ¢tyr
takovych utvard bylo mozné slozit prohryzanou krychli. Zde jsou vSechna feseni:

77-1-2

Vickovi maji 4 déti. Ondra je o 3 roky starsi nez Matéj a Kuba o 5 let starsi nez
nejmladsi Jana. Vime, Ze je jim dohromady 30 let a pred 3 lety jim bylo dohromady 19 let.
Urcete, jak jsou déti staré. (M. Volfova)

Napovéda. Zamérte na soucet véki sourozencu pred tremi lety.
Mozné rfesSeni. Oznac¢ime aktualni stari déti v letech pocatecnimi pismeny jejich jmen
a takto postupné vyjadiime vSechny vztahy ze zadani:

o=m+3, k=j+5 o+m+k+j=30,

odkud po dosazeni dostavame

(m+3)+m+(j+5)+j=2m+2j+8 =30,
2m +2j = 22,
m+j = 11.
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Zaroven ma platit, ze pfed tiemi lety bylo détem dohromady 19 let. OvSem rozdil
30 — 19 = 11 neni nasobkem 3, takze tusime néjaky problém. Vzhledem k tomu, ze 11 =
= 3 -3+ 2, znamena to, Ze nejmladsi Jana nebyla pred tfemi lety jesté na svété a nyni ma
2 roky. Z predchozich vztahii postupné odvozujeme:

Stari deti Vickovych je tedy nasledujici: Ondrovi je 12 let, Matéjovi 9, Kubovi 7 a Jané 2
roky.

Poznamka. Pokud rovnou neodhalime, Ze j = 2, muZzeme jakoukoli jinou moznost vyloucit
obdobnym dosazenim jako vyse a porovnanim s pozadovanym souctem pied tfemi lety.
Vzhledem k tomu, ze m + j = 11 a ze Jana je nejmladsi, staci prozkouset nasledujici
moznosti: 7 = 1,2,3,4 a 5.

Z7-1-3
Uvnitt pravidelného pétithelniku ABCDEFE je bod P takovy, ze trojihelnik ABP je
rovnostranny. Jak velky je tithel BC P? (L. Hozovad)

Napovéda. Uvédomte si, ze trojihelnik BC'P neni obecny.

Mozné Feseni. Pétithelnik ABCDE je pravidelny, zejména plati |AB| = |BC|. Trojtuhel-
nik ABP je rovnostranny, zejména plati |AB| = |BP|. Odtud vidime, ze | BP| = |BC/, tedy,
ze trojuhelnik BC'P je rovnoramenny. Jeho vnitini tthly u vrchold P a C' jsou proto shodné;
k jejich urceni stac¢i znat uhel u vrcholu B (soucet velikosti vnitinich ahla v libovolném
trojuhelniku je 180°). Ptitom thel PBC je rozdilem thla ABC a ABP, z nichZ prvni je
vnitinim thlem pravidelného pétithelniku (vyjadiime zahy) a druhy je vnitinim thlem
rovnostranného trojihelniku (mé velikost oo = 60°).

Pétithelnik ABC DE miizeme rozdélit na pét trojihelniki se spoleénym vrcholem P.
Soucet vnittnich hld pétithelniku je roven souctu vnitinich Ghlt vSech péti trojuhelniki
vyjma thld u vrcholu P, tj. 5-180° —360° = 540°. V pravidelném pétithelniku jsou vsechny
vnitini thly shodné, kazdy méa tudiz velikost 540° : 5 = 108°.

Odtud konecné umime vyjadrit

p = |x<xPBC|=|xABC|— |<ABP| = 108° — 60° = 48°
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a nasledné 180° — 48° 1390
v =|¥xBCP| = |xBPC| = 2_ = = =66,

Velikost tthlu BC'P je 66°.

Poznamka. Velikost vnitfniho thlu pravidelného pétithelniku je mozné odvodit také po-
moci rozdéleni na pét shodnych rovnoramennych trojihelniki jako na nasledujicim obrazku
(S je stied pétinhelniku, tj. stfed jemu opsané kruznice).

Uhel u vrcholu S v kazdém z téchto trojahelniki ma velikost 360 : 5 = 72°; soucet
uhld u zédkladny je roven 180° —72° = 108°, coz je také velikost vnitiniho thlu pravidelného
pétithelniku.

77-1-4

V roboti skole do jedné tfidy chodi dvacet roboti Roberti, ktefi jsou ocislovani Ro-
bert 1 az Robert 20. Ve tiid€ je zrovna napjata atmosféra, mluvi spolu jen néktefi roboti.
Roboti s lichym ¢islem nemluvi s roboty se sudym cislem. Mezi Roberty s lichym ¢islem
spolu mluvi pouze roboti, ktefi maji ¢islo se stejnym poctem c¢islic. Roberti se sudym ¢islem
se bavi pouze s témi, jejichz ¢islo zac¢ina stejnou c¢islici.

Kolik dvojic robottt Robertt se miize spolu vzajemné bavit? (K. Pazourek)
Napovéda. Nejdiiv rozdélte roboty do skupin, v rdmci nichz se mohou vzajemné bavit.

Mozné fesSeni. Nejprve vyjadiime vSechny skupiny robott, ktefi se mohou mezi sebou
bavit (v nasledujicich vyétech jsou tyto skupiny vyznaceny zavorkami). Roboti s lichymi
Cisly jsou rozdéleni podle poctu ¢islic, to jsou dvé skupiny:

(1, 3, 5, 7, 9), (11, 13, 15, 17, 19).
Roboti se sudymi ¢isly jsou rozdéleni podle pocatecni cislice:
(2, 20), (4), (6), (8), (10, 12, 14, 16, 18).

Staci tedy spocitat pocty dvojic, které lze v ramci kazdé skupiny vytvorit. Mame tii
skupiny s jedinym robotem — v nich nevytvorime zadnou dvojici; jednu skupinu se dvéma
roboty — v té mame jedinou dvojici; tii skupiny po péti robotech — v kazdé takové
skupiné lze vytvorit 10 dvojic. Celkem dostédvame 1+ 3 - 10 = 31 dvojic robott, ktefi se
spolu mohou bayvit.
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7Z7-1-5

V kocourkovské skole pouzivaji zvlastni ¢iselnou osu. Vzdalenost mezi ¢isly 1 a 2 je
1 cm, vzdalenost mezi Cisly 2 a 3 je 3cm, mezi ¢isly 3 a 4 je 5cm a tak dale: vzdalenost
mezi kazdou néasledujici dvojici pfirozenych ¢isel se vzdy zvétsi o 2 cm.

Mezi kterymi dvéma prirozenymi ¢isly je na kocourkovské ¢iselné ose vzdalenost 39 cm?
Najdéte vsechny moznosti. (K. Pazourek)

Napovéda. Vypiste si vzdalenosti mezi riznymi dvojicemi ¢isel na kocourkovské ose.

Mozné resSeni. Vzdalenost 39 cm miize byt realizovdna mezi riznymi dvojicemi ¢isel.
Budeme systematicky vypisovat vzdalenosti mezi né€kolika prvnimi ¢isly kocourkovské osy.
V nésledujicim schématu je nad carou vypsano prvnich 10 cisel a pod carou skutecné
vzdalenosti (v cm) mezi ruznymi dvojicemi téchto ¢isel — na prvnim fadku pod ¢arou jsou
postupné vzdalenosti mezi sousednimi ¢isly, na druhém fadku pod carou jsou vzdalenosti
mezi dvojicemi éisel, které jsou ob jedno, atd. (Napf. 21 na tfetim fadku pod ¢arou znadi
skute¢nou vzdalenost mezi ¢isly 3 a 6 na kocourkovské ose a je uréeno jako 5+ 7 + 9).
Hvézdickou jsou oznacena zbytecné velka cisla, ktera nas nezajimaji.

1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10
1 3 5 7 9 11 13 15 17
4 8 12 16 20 24 28 32 36
9 15 21 27 33 39 * *
16 24 32 40 * * * *
25 35 45 * * * *
36 48 * * * * *
49 * * * * *

Ihned vidime (z tfetiho Ffadku pod ¢arou), ze vzdalenost 39 cm je mezi Cisly 6 a 9 a Ze
se jisté neobjevuje mezi Cisly, ktera jsou na kocourkovské ose vic nez ob dvé (od ¢tvrtého
fadku pod ¢arou). Vzdalenost 39 cm se uréité také nemiize objevovat mezi ¢isly, kterd jsou
ob jedno, protoze vSechny tyto vzdélenosti jsou sudé (druhy fadek pod éarou). Zbyva tedy
prozkoumat vzdélenosti mezi sousednimi ¢isly (prvni fadek pod ¢arou):

Posloupnost vzdalenosti mezi sousednimi ¢isly mtzeme vyjadrit jako

1, 3=1+42, 5=1+2-2, 7=1+2-3, 9=1+2-4,
Obecné, vzdalenost mezi i-tym a (i + 1)-nim ¢éislem na kocourkovské ose je rovna
1+2(i—1)=2i— 1 (cm).

Tato vzdalenost tedy bude rovna 39 cm, pravé kdyz ¢ = 20.
Vzdalenost 39 cm na kocourkovské ¢iselné ose je mezi dvojicemi c¢isel 6, 9 a 20, 21.
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Poznamky. a) Zavérecnou tivahu lze nahradit vypsanim a spoc¢itdnim vsech lichych ¢isel
az po 39. Pokud je vycet uplny, je takové reSeni spravné.

b) Naopak Gvodni vypisovani lze celé nahradit ivahou, pfip. vypoctem: Vsechny vzda-
lenosti v tabulce jsou sou¢tem riznych pocéta lichych ¢isel, pficemz tyto pocty jsou bud
liché (pro sousedni ¢isla a dvojice ¢isel, ktera jsou ob sudy pocet ¢isel), nebo sudé (pro
dvojice ¢isel, ktera jsou ob lichy pocet ¢isel). Na jednotlivych fadcich se tedy objevuji bud
jenom licha, nebo jenom sudé ¢isla. Vzdalenost 39 cm se tedy mize objevovat pouze mezi
sousednimi ¢isly a dvojicemi, ktera jsou na kocourkovské ose ob sudy pocet cisel.

Predchozi vypisovani posloupnosti vzdéalenosti mezi sousednimi ¢isly mé nasledujici
analogii pro dvojice ¢isel, ktera jsou ob dvé:

9, 15=9+46, 21=946-2, 27=9+6-3,
Obecné, vzdalenost mezi i-tym a (i + 3)-tim ¢islem na kocourkovské ose je rovna
946(i —1) =60+ 3 (cm).

Tato vzdélenost tedy bude rovna 39 cm, pravé kdyz ¢ = 6. Obdobné lze vyjadrit jakoukoli
jinou vyse vypisovanou posloupnost.

c¢) Reseni tilohy lze zjednodusit pomoci nasledujiciho poznatku: Soucet lichého poctu
po sobé jdoucich lichych ¢isel je roven soucinu poctu téchto cisel a prostiedniho z nich.
Zvidavym fesitelim doporucujeme tento poznatek zdtvodnit a feseni domyslet.

d) V uvedeném schématu si mizeme vSimnout, Ze vSechna ¢isla v prvnim sikmém
sloupci jsou druhymi mocninami pfirozenych ¢isel. To neni ndhoda — obecné plati, Zze sou-
¢et prvnich k po sobé jdoucich lichych &isel je roven k2. Zvidavym feSiteltim doporuc¢ujeme
porovnat toto tvrzeni s poznatkem v predchozi poznamce.

77-1-6
Na vystavé dlouhosrstych kocek se seslo celkem deset vystavujicich. Vystavovalo se
v obdélnikové mistnosti, ve které byly dvé rady stolt jako na obrazku.

Kocky byly oznaceny navzdjem riznymi Cisly v rozmezi 1 az 10 a na kazdém stole
sedéla jedna kocka. Urcete, ktera kocka byla na vystavé hodnocena nejlépe, pokud vite, ze:
a) soucet ¢isel kocek sedicich naproti sobé byl vzdy stejny,
b) soucet ¢isel kazdych dvou kocek sedicich vedle sebe byl sudy,
c¢) soudin ¢isel kazdych dvou kocek sedicich vedle sebe v dolni fadé je nasobek ¢isla 8,
d) kocka ¢islo 1 neni na kraji a je vic vpravo nez kocka ¢islo 6,
e) vyhréla kocka sedici v pravém dolnim rohu. (M. Mach)
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Napovéda. Mize proti sobé, piip. vedle sebe sedét kocka se sudym a kocka s lichym
Cislem?

MozZné reSeni. Postupné rozebereme dusledky jednotlivych poznatki ze zadéni:

a) Cisla kocek sedicich proti sobé& tvoii 5 part se stejnym souctem. Soudet ¢isel vSech
kocek je 1 +2 4 ... 4+ 10 = 55, takze kazdy par musi mit soucet 55 : 5 = 11; jediné
moznosti jsou 1+ 10,2 +9, 34+ 8,4+ 7, 5+ 6.

b) Sudé ¢islo nelze ziskat soué¢tem sudého a lichého ¢isla. V jedné fadé proto mohou sedét
pouze kocky s lichymi ¢isly, ve druhé pouze kocky se sudymi cisly.

c) Nasobek ¢isla 8 nelze ziskat soucinem lichych ¢isel. Odtud a z predchoziho dusledku
plyne, Ze v dolni fadé sedély pouze kocky se sudymi ¢isly, tj. 2, 4, 6, 8, 10. Souc¢inem
dvou takovych c¢isel lze ziskat nasobek 8, praveé kdyz jeden ze soucinitelt je 4 nebo 8.
Proto nemohou byt kocky s ¢isly 4 a 8 na krajich, ani uprostred.

d) Podle disledku a) vime, Ze proti kocéce s ¢islem 1 sedéla kocka s ¢islem 10. Odtud
plyne, ze také kocka s ¢islem 10 nemiize byt na kraji a je vic vpravo nez kocka s ¢islem
6.

e) Z dosavadnich informaci vime, Zze v pravém dolnim rohu sedéla kocka se sudym ¢islem
riznym od 4, 8, 10 a 6.

Vyhrala tedy kocka s ¢islem 2.

Poznamka. 7Z uvedeného témér umime urcit rozmisténi vSech koc¢ek v mistnosti: poradi
kocek ve spodni fadé mohlo byt

bud 6, 4, 10, 8, 2, nebo 6, 8, 10, 4, 2,

poradi kocek v horni fadé je pak jednozna¢né uréeno podle dusledku a).
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65. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z8

7Z8-1-1
Misa mél na policce malé klavesy, které vidite na obrazku. Na bilych klavesach byly
vyznaceny jejich tony.

C|D|IE|F|G|A|H

Klavesy nasla mala Klara. Kdyz je brala z policky, vypadly ji z ruky a vSechny bilé
klavesy se z nich vysypaly. Aby se bratr nezlobil, zacala je Klara skladat zpét. Vsimla si
pritom, Ze se daly vlozit jen na néktera mista, nebot jim prekazely ¢erné klavesy umisténé
presné doprostied mezi dvé bilé.

Klare se podarilo klavesy néjak slozit, avSsak tony na nich byly pomichané, protoze
jesté neznala hudebni stupnici. Zjistéte, kolika zptisoby mohla Klara klavesy poskladat.

(E. Novotnad)

Napovéda. Které klavesy mohla Klara zaménit a které nikoli?

Mozné teSeni. Rozsypané, tzn. bilé klavesy jsou trojiho typu:

1. klavesy C a F, které maji cernou klavesu zprava,
2. klavesy E a H, které maji ¢ernou klavesu zleva,
3. klavesy D, G a A, které maji ¢erné klavesy z obou stran.

Je ztejmé, ze Klara mohla poplést vzdy jen klavesy stejného typu. Klavesy prvniho
typu mohla poskladat dvojim zptisobem:

Cx*xFxxx, FxxCxxx
Klavesy druhého typu mohla poskladat také dvojim zptisobem:

x % B xxx H % x Hxxx E.
Klavesy ttretiho typu mohla poskladat Sesti zptisoby:

*xDxx GAx, *xDxxAG x,
*xGxxADx* *GxxDA %
x AxxDGx, *AxxGD =

Uvedené tfi skupiny moznych skladani jsou na sobé zcela nezavislé. Proto je celkovy pocet
moznosti, jak mohla Klara klavesy poskladat, roven 2 -2 -6 = 24.
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Z8-1-2

Na louce se pasou koné, kravy a ovce, dohromady jich je méné nez 200. Kdyby bylo
krav 45krat vic, koni 60krat vic a ovei 35krat vic, nez kolik jich je nyni, jejich pocty by se
rovnaly. Kolik se na louce pase koni, krav a ovci dohromady? (M. Krejcova)

Napovéda. Jaké jsou poméry stavajicich poctl jednotlivych druht zviFat?

Mozné feSeni. Pomér mezi stavajicim poc¢tem krav a koni je
60:45=4:3
a pomeér mezi stavajicim poctem ovci a koni je
60:35=12:7.

Pocet koni tedy musi byt néjakym nasobkem c¢isla 3 a soucasné cisla 7, tedy nasobkem
¢isla 21.

Kdyby na louce bylo 21 koni, potom by tam bylo 21-4:3 =28 krava 21-12:7 = 36
ovci, celkem tedy 21+ 284 36 = 85 zvirat. Kdyby na louce bylo 42 koni, potom by vSechny
pocty byly dvojnasobné, celkem tedy 2 - 85 = 170 zvirat. Kdyby na louce bylo 63 koni,
potom by vSechny pocty byly trojnasobné, celkem tedy 3 - 85 = 255 zvitat, coz je ovsem
vic nez 200.

Na louce se tedy péslo bud 85, nebo 170 zvifat.

Poznamka. K témuz vysledku lze dojit také rozkladem danych nasobku na souciny pr-
vocisel:
45=3-3-5, 60=2-2-3.5, 35=5-T7.

Aby se odpovidajici nasobky poctu jednotlivych zvifat rovnaly, musi byt v jejich prvo-
¢iselnych rozkladech zastoupena vSechna predchozi prvocisla (véetné jejich nasobnosti).
Nejmensi mozny pocet krav tedy je 2-2-7 =28, koni 3-7=21aovci2-2-3-3 = 36,
celkem 28 4 21 + 36 = 85 zvirat.

Z8-1-3
Je dan rovnoramenny lichobéznik ABCD, v némz plati

|AB| = 2|BC| = 2|CD| = 2|DA|.

Na jeho strané BC je bod K takovy, ze |BK| = 2|KC|, na jeho strané C'D je bod L takovy,
ze |CL| = 2|LD|, a na jeho strané DA je bod M takovy, ze |DM| = 2|M A|.
Urcete velikosti vnitfnich ahlt trojahelniku K LM. (J. Zhouf)

Napovéda. Zamérte se nejprve na vnitini tthly lichobézniku ABCD.

Mozné feseni. Z predpokladt plyne, Ze spojnice stiedu tisecky AB s vrcholy C a D rozdé-
luje lichobéznik ABC D na tfi shodné rovnostranné trojihelniky. Proto velikosti vnitinich
uhla v lichobézniku u vrcholtt A a B jsou rovny 60° a u vrcholtt C' a D jsou 120°.

Ze zadani déle plyne, ze trojuhelniky LCK a M DL jsou shodné (podle véty sus).
Proto také tusecky KL a LM a vyznacené dvojice uhli jsou shodné; velikosti téchto thla
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oznacime « a (. Trojuhelnik K LM je rovnoramenny a thly u zakladny jsou taktéz shodné;
jejich velikost oznacime ¢ a velikost ahlu K LM oznac¢ime ~.

Ze souctu vnitfnich uhld v trojuhelniku K C'L odvodime
a+ 5 =180° — 120° = 60°.
Soucet t¥i vyznacenych 1hl s vrcholem L je pfimy thel, tudiz
v =180° — (o + ) = 120°.
Konecné, ze souctu vnitinich uhld v trojuhelniku K LM odvodime

~180° —120°
- 2

o = 30°.

Velikosti vnitinich thla trojuhelniku K LM jsou 30° a 120°.

Z8-1-4

V komote, kde se rozbilo svétlo a vSe z ni musime brat poslepu, mame ponozky ¢tyr
riznych barev. Chceme-li si byt jisti, ze vytdhneme alespon dvé bilé ponozky, musime jich
z komory prinést 28. Abychom méli takovou jistotu pro sedé ponozky, musime jich pfinést
také 28, pro cerné ponozky staci 26 a pro modré ponozky 34.

Kolik je celkem v komote ponozek? (E. Semerddovad)

Napovéda. Kolik je v komote nebilych, nesedych, nec¢ernych, resp. nemodrych ponozek?

Mozné resSeni. Pokud vytdhneme nejdiive vSechny nebilé ponozky a teprve potom dvé
bilé, vytahneme praveé 28 ponozek. Nebilych ponozek je tedy 26. Stejnou tvahou dospéjeme
k tomu, Ze nesedych ponozek je také 26, necernych je 24 a nemodrych je 32.

Nebilé ponozky zahrnuji ponozky ostatnich tii barev; naopak bilé ponozky jsou za-
hrnuty mezi nesedymi, necernymi a nemodrymi. Podobné je tomu s ostatnimi pripady.
Soucet vSech nebilych, nesedych, necernych a nemodrych ponozek je proto roven trojna-
sobku poctu vSech ponozek v komore. Tento soucet je 26 4+ 26 + 24 + 32 = 108, v komore
je tedy 108 : 3 = 36 ponozek.

Poznamka. a) Z vysledného souctu a z predchozich pozorovani lze snadno odvodit pocty
ponozek jednotlivych barev (napt. bilych ponozZek je 36 — 26 = 10).
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b) Pokud pocty ponozek jednotlivych barev oznacime pocateénimi pismeny onéch
barev, potom predchozi myslenky mtizeme zapsat takto:

S$4+ ¢+ m =26,
b+ ¢+ m = 26,
b+ s+ m =24,
b+ 35+ ¢ =32,

odkud sec¢tenim dostavame
3(b+ 35+ ¢+ m) =108,

odkud po déleni tfemi plyne
b+ 35+ ¢+ m = 36.

Z8-1-5

Cislo dne je pofadové &slo daného dne v prislusném mésici (tedy napi. ¢islo dne
5. srpna 2016 je 5). Ciferny soucet dne je soucet hodnot vSech ¢islic v datu tohoto dne
(tedy napf. ciferny soucet dne 5. srpna 2016 je 5 +8 +2 4+ 0+ 1 + 6 = 22). Stastny den je
takovy den, jehoz ¢islo dne je rovno cifernému souc¢tu dne.

Urcete, kolik stastnych dni je v roce 2016 a které dny to jsou. (L. Ruzickovad)

Napovéda. Vyjadiete definici stastného dne pomoci rovnice.

Mo#né FeSeni. Cislo dne je nejvyse dvojmistné ¢islo v rozmezi od 1 do 31, které oznacime
10a+b; ¢islice a miize byt 0, 1, 2, nebo 3. Cislo mésice je nejvyse dvojmistné ¢islo v rozmezi
od 1 do 12, které oznacime 10c¢ + d; ¢islice ¢ mize byt bud 0, nebo 1. Pfi tomto znaceni je
stastny den takovy, ze plati

10a+b=a+b+c+d+2+0+1+6,
9(a—1) =c+d.

Odtud plyne, Ze b muze byt libovolné, a musi byt bud 2, nebo 3 (a soucet ¢+ d je délitelny
9).
e Pokud a = 2, potom ¢+ d =9, coz znamena, ze c=0a d = 9.
e Pokud a = 3, potom ¢+ d = 18, coz vzhledem k vyse formulovanym omezenim nema
vyhovujici feSeni.
Vsechny $tastné dny jsou tedy v mésici zari, a to od 20. do 29., celkem 10 dni.
7Z8-1-6
Katka narysovala trojiuhelnik ABC'. Stied strany AB si oznacila jako X a stfed stra-
ny AC jako Y. Na strané BC' chce najit takovy bod Z, aby obsah ¢tyrihelniku AXZY byl

co nejvetsi. Jakou ¢ast trojuhelniku ABC miize maximalné zabirat ¢tyithelnik AXZY?
(A. Bohinikovad)

Napovéda. Urcete, jakou ¢ast trojihelniku ABC zabira trojihelnik AXY.
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MozZné reseni. Ze zadani plyne, ze tsecka XY je stfedni prickou trojuhelniku ABC),
ktera je rovnobézna se stranou BC. Jeji délka je tedy polovicni vzhledem k délce strany
BC a velikost vysky z bodu A na XY je taktéz polovi¢ni vzhledem k velikosti vysky z téhoz
bodu na BC'. To znamené, Ze trojuhelnik AXY ma ¢tvrtinovy obsah vzhledem k obsahu
trojuhelniku ABC'.

C

A X B

Nyni zvolme bod Z na strané BC. Protoze tsecky BC' a XY jsou rovnobézné, je
obsah trojuhelniku XY 7, tedy i ¢tyfuhelniku AXZY stejny pro jakkoli zvoleny bod Z.
Protoze vzdalenost rovnobézek BC a XY je stejna jako vzdalenost XY od vrcholu A, maji
trojuhelniky AXY a XY Z tutéz velikost vysky na jejich spoleénou stranu XY, a proto
maji tentyz obsah. Kazdy z téchto dvou trojihelnikt zabird ¢tvrtinu trojuhelniku ABC),
ctytuhelnik AXZY proto zabird polovinu trojihelniku ABC.
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65. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z9

Z9-11
Objem vody v méstském bazénu s obdélnikovym dnem je 6998,4 hektolitri. Pro-
pagacni letdk uvadi, ze kdybychom chtéli vSechnu vodu z bazénu prelit do pravidelného
¢tyrbokého hranolu s podstavnou hranou rovnajici se primeérné hloubce bazénu, musel by
byt hranol vysoky jako blizky televizni vysila¢ a pak by byl naplnény az po okraj.
Dodavame, ze kdybychom chtéli uplavat vzdalenost stejnou, jako je vyska vysilace,

museli bychom pteplavat bud osm délek, nebo patnact sitek bazénu. Jak vysoky je vysilac¢?
(L. Simiinek)

Napovéda. Odvodte nejprve vztah mezi vyskou vysilace a primérnou hloubkou bazénu.

Mozné fesSeni. Vsechny délky budeme vyjadfovat v metrech, a to pfi tomto znaceni: h =
prumérna hloubka bazénu, d = délka bazénu, § = sitka bazénu, v = vyska vysilace. Objem
bazénu proto vyjadiime v metrech krychlovych: 6998,4 hl = 699,84 m3. Informace v zad4ni
lze zapsat néasledujicimi rovnicemi:

69984 =h-5-d=wv-h? (1)
v =8d = 155. (2)

v

Z rovnosti (2) mizeme vyjadiit d = § a § = 5. Po dosazeni do jedné z rovnosti v (1),

S
vydéleni h, resp. v (jez jsou jisté nenulové) a tpravé dostavame:

LI
h G 8—1} h*,
v
120"

v = 120h.

Tento vztah dosadime do jiné rovnosti v (1) a zjistime hodnotu neznamé h:

699,84 = 120h - h2,
5,832 = h3,
h=1_8.

Vysilac je vysoky v = 120 - 1,8 = 216 metri.
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7912

Uzasnym ¢islem nazveme takové sudé ¢islo, jehoz rozklad na soudin prvoéisel mé pravé
tTi ne nutné rtzné Cinitele a soucet vSech jeho déliteld je roven dvojnasobku tohoto ¢isla.
Najdéte vsechna tzasna c¢isla. (M. Mach)

Napovéda. Kolik nejvice déliteld muze mit ¢islo, které je sou¢inem t¥i ne nutné rtznych
prvocisel?

MozZné feSeni. Protoze tzasné Cislo je sudé, alespon jeden z jeho prvociselnych déliteli
je 2; zbylé dva prvociselné délitele oznacime b a c. Uzasné ¢slo je tedy rovno soudinu 2bc.
Vsichni délitelé takového cisla jsou 1, 2, b, ¢, 2b, 2¢, be, 2bc, pricemz nékterd z téchto
¢isel se mohou rovnat. Postupné probereme vSechny moznosti podle poctu a typu rtznych
prvociselnych délitelt.

a) Predpokladejme, Ze vSichni prvociselni délitelé jsou stejni, tedy b = ¢ = 2. V tako-
vém piipadé by tzasné ¢islo bylo 8 a vSichni jeho délitelé by byli 1, 2, 4, 8. Soucet vSech
déliteltr by byl 15, coz neni dvojnasobek ¢isla 8. Pripad b = ¢ = 2 tedy neni mozny.

b) Pfedpokladejme, ze dva prvociselni délitelé jsou rovni 2, tedy b = 2. V takovém
pripadé by tzasné ¢islo bylo 4c a vsichni jeho délitelé by byli 1, 2, ¢, 4, 2¢, 4c. Soucet vSech
déliteld by byl 7+ 7c a podle zadani ma platit

7+ 7c = 8c.

To plati prave tehdy, kdyz ¢ = 7; odpovidajici izasné ¢islo je 4c = 28.

c) Predpokladejme, Ze dva prvociselni délitelé jsou stejni, ovSsem oba rizni od 2, tedy
b= c # 2. V takovém piipadé by tizasné ¢islo bylo 2b? a vsichni jeho délitelé by byli 1, 2,
b, 2b, b2, 2b%. Soucet viech déliteli by byl 3 + 3b + 3b? a podle zadani ma platit

34 3b + 3b% = 4b,
3(1+0b) =02

Cislo nalevo je nasobkem ¢isla 3, tedy ¢islo napravo mé také byt nisobkem 3. Vzhledem
k tomu, Ze b je prvocislo, muselo by byt b = 3. V takovém pripadé by vsak nalevo bylo
3 -4 = 12, zatimco napravo 3% = 9. Piipad b = ¢ # 2 tedy neni mozny.

d) Predpoklddejme, Ze prvociselni délitelé jsou navzajem ruzni, tedy 2 # b # ¢ # 2.
V takovém pripadé by tizasné cislo bylo 2bc a vSichni jeho délitelé by byli 1, 2, b, ¢, 2b, 2c¢,
be, 2bc. Soucet vsech délitelt by byl 3 + 3b + 3¢ 4 3bc a podle zadani ma platit

3+ 3b+ 3¢ + 3bc = 4bc,
3(1+b+c)=bc

Cislo nalevo je nasobkem ¢isla 3, tedy ¢islo napravo mé také byt nasobkem 3. Vzhledem
k tomu, Ze b a ¢ jsou prvocisla, muselo by byt bud b = 3, nebo ¢ = 3. Pro b = 3 by pfedchozi
rovnost vypadala takto 3 - (4 + ¢) = 3¢, coz ovSem neplati pro zadné c. Diskuse pro ¢ = 3
je obdobna. Ptipad b # ¢ # 2 tedy neni mozny.

Jediné uzasné cislo je 28.
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Poznamka. Nemoznost pfipadu c¢) muze byt zdivodnéna také takto: Kazdé prvocislo
b # 2 je liché, tedy ¢islo b? je také liché, zatimco ¢islo 1 + b (stejné jako jakykoli jeho
nasobek) je sudé. V uvedené rovnosti na pravé strané by tedy meélo byt liché ¢islo, zatimco
na levé strané sudé. Podobny argument ndm vSak nic neodhali v pfipadé d).

79-1-3

Jirka sestrojil ctverec ABC'D o strané 12 cm. Do tohoto ¢tverce narysoval ¢tvrtkruznici
k, kterda méla stied v bodé B a prochazela bodem A, a pulkruznici [, kterd méla stied
v poloviné strany BC' a prochazela bodem B.

RAd by jesté sestrojil kruznici, ktera by lezela uvnitt ¢tverce a dotykala se ¢tvrtkruz-
nice k, pulkruznice [ i strany AB. Urcete polomér takové kruznice. (M. Volfova)

Napovéda. Premyslejte, jak byste pomoci poloméru hledané kruznice vyjadrili vzdalenost
jejiho stredu od usecky AB, ptip. BC.

Mozné tfeSeni. Béhem feseni se odkazujeme na nasledujici obrazek, v némz O znadi stied
strany BC, S znaci stred Jirkovy vytouzené kruznice h, K znaci dotykovy bod kruznic h
a k, L znaci dotykovy bod kruznic h a [ a M znaci dotykovy bod kruznice h a usecky AB.
Dale budeme odkazovat na pomocny bod F, ktery je patou kolmice z bodu S na stranu
BC'. Hledany polomér kruznice h v cm oznacime 7.

D C

Vzdalenost bodu S od tsecky AB je rovna r = |SM| = |EB|. Vzdalenost bodu S od
usecky BC' je rovna velikosti isecky SFE, ktera je odvésnou jak v pravouhlém trojuhelniku
SFEQ, tak v trojuhelniku SEB. Vsechny zbylé strany v obou trojihelnicich snadno vyja-
dfime pomoci r; odtud pomoci Pythagorovy véty budeme umét urcit neznamou r.

Body S a O jsou stredy kruznic h a [, které se dotykaji v bodé L. Tyto tfi body lezi
na jedné primce, vzdalenost SO je proto rovna

|SO| = |SL|+ |LO| =1 +6.
Obdobné, vzdéalenost SB je rovna
|SB| = |BK|—|KS| =12 —r,
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nebot S a O jsou stfedy kruznic h a k a K je jejich dotykovym bodem. Vzdélenost OF je
rovna

|OE| =|0B| - |BE| =6 —r.
Odtud a z Pythagorovy véty v trojuhelnicich SEO a SEB dostavame:

|SE|* = |SO|* - |OE> = |SB|* - |BEP?,
64+7)2—(6—1r)=(12—7)%—r?
12r + 127 = 144 — 24r,
A8 — 144,
r=3.

Polomér hledané kruznice je 3 cm.
7914

V tabulce je kurzovni listek sménarny, avsak nékteré hodnoty jsou v ném nahrazeny
otazniky. Sménarna vymeénuje penize v uvedenych kurzech a neuctuje si jiné poplatky.

nakup prodej
1 EUR 26,20 CZK 28,00 CZK
1 GBP 7?7 CZK ?7 CZK

1. Kolik eur dostane zédkaznik, pokud zde sméni 4 200 K¢?

Kdyz sménarnik vykoupi od zédkaznika 1000 liber a poté je vSechny proda, jeho celkovy
zisk je 2200 K¢. Kdyby misto toho sménarnik prodal 1000 liber a poté by vSechny utrzené
koruny smeénil s jinym zakaznikem za libry, vydélal by na tom 68,75 liber.

2. Za kolik korun sménarnik nakupuje a za kolik prodava 1 libru? (L. Siminek)

Napovéda. U 2. tukolu si po kazdé transakci pomoci neznamych zapiste, kolik sménarni-
kovi pribylo ¢i ubylo korun a kolik mu pfibylo ¢i ubylo liber.

MozZné feSeni. 1. Pokud ma sménarna vydat eura zdkaznikovi, znamené to, Ze sménarna
eura prodava. Pracujeme proto s hodnotou ve sloupci ,,prodej“, tj. 28 K¢. Zakaznik dostane
4200 : 28 = 150 eur.

2. Neznamou ve sloupci ,,ndkup® oznacime n, ve sloupci ,prodej“ pouzijeme p. Kdyz
sménarna vykoupi 1000 liber a poté je vSechny proda, mnozstvi liber ve sménarné se
nezmeéni; pocet korun se nejprve zmensi o 1000n a poté se zvétsi o 1000p. Zisk 2200 K¢
miizeme vyjadrit nasledujici rovnici, kterou ihned upravime:

—1000n 4+ 1000p = 2200,
1000p = 2200 + 10007, (1)
p=224+n.
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Kdyz sménarnik proda 1000 liber a poté vSechny utrzené koruny sméni s jinym za-
kaznikem za libry, pocet korun ve sménarné se sice prechodné zvétsi o 1 000p, ale nakonec
zustane roven vychozi hodnoté. Suma liber se nejprve zmensi o 1000 a poté se zvétsi
o pocet liber, které sménarnik nakoupi za 1 000p korun, tzn. o 1 OOO% liber. Zisk 68,75 liber
miizeme vyjadrit nasledujici rovnici, kterou ihned upravime:

~1000 + 10002 = 68,75,
n

1000p = 1068,75n, (2)
p = 1,06875n.
Porovnanim (1) a (2) dostéavame:
2200 4 1000n = 1068,75n,
68,75n = 2200,
n = 32.

Odtud dosazenim do (1), resp. (2) ziskdme p = 34,2. Sménarna tedy nakupuje jednu libru
za 32 K¢ a prodava ji za 34,20 K¢.

Z9-1-5

Bétka napsala ptirozené cislo s navzajem riiznymi cislicemi. Pod néj zapsala cislice
ptvodniho ¢isla odzadu a tak ziskala nové ¢islo se stejnym poctem c¢islic. Sectenim téchto
dvou c¢isel dostala ¢islo, které opét meélo stejny pocet cislic jako myslené cislo a skladalo se
pouze z ¢islic mysleného ¢isla (avSak nemuselo obsahovat vSechny jeho éislice).

Erice se Bétcino ¢islo zalibilo a chtéla si najit jiné ¢islo se stejnymi vlastnostmi. Zjistila,
ze neexistuje mensi takové ¢islo nez Bét¢ino a vétsi se ji hledat nechce. Urcete, jaké cislo
si mysli Bétka a jaké ¢islo by mohla najit Erika, kdyby méla vic trpélivosti.

(K. Jasencdkovad)

Napovéda. Zvazujte postupné moznosti, kdy je myslené ¢islo jednomistné, dvojmistné
atd. V jednotlivych pripadech pfemyslejte postupné nad moznymi soucty na misté jedno-
tek, desitek atd.

MozZné reseni. Nejprve najdeme Bétc¢ino ¢islo, tj. nejmensi ¢islo s uvedenymi vlastnostmi.

1) Predpokladejme, ze Bét¢ino ¢islo je jednomistné, a oznacime si je a. Potom by podle
zadani muselo platit a + a = a, coz plati pouze kdyz a = 0. Nula vSak neni pfirozené ¢islo,
takze Bétcino myslené ¢islo nemtize byt jednomistné.

2) Piedpokladejme, Ze Bétéino &islo je dvojmistné, a oznadime si je ab. At uz soucet
ab + ba dopadne jakkoli, na misté jednotek éteme bud b+ a = a, nebo b+ a = b. Odtud
dostavame bud b = 0, nebo a = 0. V takovém piipadé by vsak bud ¢islo ba, nebo ¢islo ab
nebylo dvojmistné. Bét¢ino myslené ¢islo tedy nemtize byt dvojmistné.

3) Predpokladejme, ze Bétéino ¢islo je trojmistné, a oznacime si je abc. Ze stejného
déivodu jako v§Se nemohou byt ¢isla a a ¢ nuly, tedy v souétu abc+ cba se na misté jednotek
muze objevit jediné b:

abc
cba

* % b
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Soucasné ¢ + a nemiize byt vétsi nez 9, protoze potom by celkovy soucet abc + cba nebyl
trojmistny. Odtud se dozvidame, ze

a+c=b, (1)

coz mimo jiné znamena, Ze ani ¢islice b nemtze byt 0.

Odtud plyne, Ze soucet b + b na misté desitek nemize byt mensi nez 10; v takovém
pripadé by tento soucet byl roven jednomu z cisel a, b, ¢, coz vzdy vede k néjakému sporu
s predchozimi poznatky:

e Pokud b+ b = a nebo b+ b = ¢, potom podle (1) dostdvime 2a + 2¢ = a nebo
2a + 2¢ = ¢, tedy a = —2c¢ nebo ¢ = —2a, coz neni mozné.

e Pokud b+ b = b, potom b = 0, coz neni mozné.
Soucet b+ b na misté desitek vSak nemiize byt ani vétsi nez 9. V takovém pripadé by

soucet na misté stovek byl a + ¢ + 1 a toto ¢islo ma byt rovno jednomu z ¢isel a, b, ¢; to
vzdy vede k néjakému sporu:

e Pokud a+c+1=aneboa+c+1=c, potom c=—1nebo a = —1, coz neni mozné.
e Pokud a+c+1 = b, potom podle (1) dostavame b+ 1 = b, tedy 1 = 0, coz neni mozné.
Bétc¢ino myslené ¢islo tedy nemiize byt ani trojmistné.
4) Predpokladejme, ze Bétc¢ino ¢islo je étyfmistné, a oznacdime si je abed. Ze stejného
dtvodu jako vyse nemohou byt c¢isla a a d nuly, tedy v souctu abcd + dcba se na misté
jednotek muze objevit bud b, nebo c:

abecd abcd
dcba deba
* % x b ¥ % % C

Soucasné d + a nemuze byt vétsi nez 9, protoze potom by celkovy soucet abed + deba nebyl
¢tyrmistny. Odtud se dozvidame, ze

bud a+d=0b, (2)
nebo a+d=c. (3)

To mimo jiné znamend, ze bud b # 0, nebo ¢ # 0.

Nyni pfedpokladame, ze soucet c+b na misté desitek je mensi nez 10, tzn. tento soucet
je roven jednomu z ¢isel a,b,c,d, a prozkoumame jednotlivé pripady. Nejprve uvazujme
platnost (2), a tedy b # 0:

e Pokud b+ ¢ = a nebo b+ ¢ = d, potom podle (2) dostavime a + d + ¢ = a nebo
a+d+ c=d, tedy ¢c = —d nebo ¢ = —a, coz neni mozné.

e Pokud b+ ¢ = b, potom ¢ = 0 (coz ni¢emu nevadi).

e Pokud b+ ¢ = ¢, potom b = 0, coz neni mozné.

Podobné, za predpokladu (3) zjistime, Ze jedind pfipustnd moznost je

e b+c=c, tedy b =0.
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Celkem tak objevujeme dva mozné ptipady:

ab0d a0 cd
d0ba deOa
bbbbd ccecec (4)

Protoze Bétcino ¢islo je nejmensi ¢islo vyhovujici vSem uvedenym podminkam, vibec
se nemusime zabyvat pripadem, kdy soucet c + b je vétsi nez 9, a soustfedime se vyhradné
na druhou z vyse jmenovanych moznosti, tj. b = 0. Dosadime nejmensi mozné ¢islo na
misto tisicovek a = 1 a zjistujeme, Ze ¢ = d + 1. Nejmensi vyhovujici moznost je d = 2
a ¢ = 3. Bétka si tedy hrala s ¢islem 1032 a jeji vypocet vypadal takto:

1032
2301
3333
Z vyse uvedeného je nyni snadné doplnit néjaké jiné cislo s uvedenymi vlastnostmi,
tedy néjaké Eric¢ino c¢islo. Napft. staci v Bétc¢iné cisle zaménit cislice na misté jednotek
a tisicovek nebo ¢islice na misté desitek a stovek, pfip. uvazovat jakakoli ¢isla tvaru (4).
Mezi moznymi fesenimi jsou také ¢isla, kdy soucet c+0b je v€tsi nez 9. Zde je nékolik feseni,
na ktera mohla Erika ptijit, kdyby ovSem nebyla tak netrpéliva:

1043 1302 1897
3401 2031 7981
4444 3333 9878

Poznamky. a) Pokud umime zdivodnit, ze hledané Bétéino ¢islo musi byt aspon ¢étyi-
mistné, potom je lze snadno najit zkousenim:

Nejmensi ¢tyfmistné ¢islo s navzajem rtznymi c¢islicemi je 1023. Toto ¢islo vSak neni
feSenim, nebot 1023 + 3201 = 4224. Pokud nés napadne prohodit ¢islice 2 a 3, dostaneme
vyhovujici feSeni: 1032 + 2301 = 3333. Abychom se presveédcili, ze toto feseni je nejmensi
mozné, staci ovérit, ze zadné ¢islo mezi 1023 a 1032 nevyhovuje nékteré z uvedenych pod-
minek.

b) Nahrazeni ostatnich tvah zkouSenim je také mozné, avsak Casto velmi pracné.
Nicméné pokud je FeSeni zaloZené na zkouSeni uplné, necht je povazovano za spravné.
Jakékoli dil¢i obecné postiehy mohou pocet moznosti k prozkouSeni zajimavé snizovat
(napi. pocet trojic ruznych ¢isel od 1 do 9 vyhovujicich rovnosti (1) jisté neni vétsi nez 32).

Z9-1-6
Na stranadch AB a AC' trojihelniku ABC' lezi po fadé body E a F', na tisecce E'F' lezi
bod D. Piimky E'F a BC' jsou rovnobézné a soucasné plati

\FD|:|DE| = |AE|: |[EB| =2:1.

Trojuhelnik ABC ma obsah 27 hektart a useckami FF', AD a DB je rozdélen na ¢tyfi
¢asti. Urcete obsahy téchto ¢ty casti. (V. Zddnik)
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Napovéda. Zacnéte s obsahem trojihelniku AEF.

Mozné teSeni. Nejprve si zadani vérné znazornime:

A E B

Piimky EF a BC jsou rovnobézné, souhlasné thly u vrcholi E a B, resp. u vrcholu
F a C jsou shodné, trojuhelniky AEF a ABC jsou tudiz podobné. Odpovidajici koeficient
podobnosti je roven

|AE|: |AB| = |AE|: (|AE| + |EB|) =2: 3.
Obsahy téchto trojihelnikii jsou proto v poméru
Sapr :Sapc=4:9,
takZe Sagr = Sapc -4 : 9 = 12 hektaru.
Usec¢ka AD déli trojuhelnik AEF na dva trojahelniky, jejichZ obsahy jsou ve stejném
pomeéru jako délky tusecek F'D a DFE, tedy
SADF : SADE = ‘FD’ : ‘DE‘ =2:1.
Odtud plyne, 7ze Saprg = Sapr : 3 =4 hektary a Sapr = 2 - Sapr = 8 hektart.
Usec¢ka DE déli trojuhelnik ABD na dva trojthelniky, jejichz obsahy jsou ve stejném
poméru jako délky tsecek AE a EB, tedy
SADE . SBDE = |AE| . |EB| =2:1.
Odtud plyne, ze Sppr = Sapg : 2 = 2 hektary.
Nyni zndme obsahy tii ze ¢ty ¢asti trojuhelniku ABC, obsah té posledni je roven

rozdilu Sgerp = Sapc — Sagr — Sepr = 13 hektaru. Obsahy ¢asti trojuhelniku ABC
v hektarech jsou:

Spep =2, Saep =4, Sapr =8, Spcrp=13.
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