68. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z7

7711
Na kazdé ze tii karticek je napséna jedna ¢islice riizna od nuly (na rtznych kartickach
nejsou nutné ruzné cislice). Vime, ze jakékoli trojmistné ¢islo poskladané z téchto karticek
je délitelné Sesti. Navic lze z téchto karticek poskladat trojmistné ¢islo délitelné jedenacti.
Jaké cislice mohou byt na kartickach? Urcete vsechny moznosti. (V. Hucikovad)

Napovéda. Které c¢islice nemohou byt na kartickach?

Mozné FeSeni. Cislo je délitelné Sesti, pravé kdyz je délitelné dvéma a soucasné tiemi, tj.
pravé kdyz je sudé a jeho ciferny soucet je délitelny tfemi. Na vSech kartickach proto musi
byt sudé cislice a jejich soucet musi byt délitelny tfemi. Trojice ¢islic vyhovujici témto
dvéma pozadavktim jsou (aZ na poradi):

2,22 2 28 24,6, 2 8 8, 4,4, 4, 4,6,8 6,6,6 8 8 8.

Nyni je potieba pro kazdou trojici vyzkouset, zda lze pii né€jakém uspotradani cislic
dostat trojmistné cislo délitelné 11. To se kromé tieti trojice nestane a pro tuto trojici dvé
ze Sesti moznych usporadani davaji ¢islo délitelné 11:

462 : 11 =42, 264 :11 = 24.

Na kartickdch mohou byt jediné cislice 2, 4 a 6.

Poznamka. Pii ovéfovani délitelnosti 11 1ze s vyhodou vyuzit nasledujiciho kritéria: ¢islo
je délitelné 11, prave kdyz rozdil souctu c¢islic na sudych a na lichych mistech je délitelny 11.
(Zde4—6+2=0a2—6+4 =0 jsou délitelné 11, ale napt. 2 — 4 + 6 = 4 neni.)

77-1-2
Ve dvanactithelniku ABCDEFGHIJKL jsou kazdé dvé sousedni strany kolmé
a vSechny strany s vyjimkou stran AL a GF jsou navzajem shodné. Strany AL a GF jsou

oproti ostatnim strandm dvojnasobné dlouhé. Usecky BG a EL se protinaji v bodé M.
Ctytthelnik ABMJ mé obsah 1,8 cm?.

Urcete obsah ¢tyfuhelniku EFGM. (E. Semeradovad)
L K H G
J 1
M
A B E F
C D
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Napovéda. Rozdélte obrazek na mensi navzajem shodné utvary.

Mozné treseni. Ze zadani vime, ze dvanactithelnik ABCDEFGHIJK L sestava ze Sesti
navzajem shodnych ¢tvercii. Kazdy z téchto ¢tverci miize byt dale rozdélen hlopiickami na
¢tyfi navzajem shodné trojuhelnicky. Dvanactitihelnik tedy sestava z 24 navzajem shodnych
trojuhelnickt, a to tak, ze kazdy z vysSe jmenovanych utvara je tvoren nékolika takovymi
trojuhelnicky:

L K H G

A B E F

C D

Nyni je zfejmé, ze obsahy ¢tyttuhelniku ABM J a ¢tytthelniku EFGM jsou v poméru
3 : 7. Protoze obsah ¢tyfihelniku ABMJ je 1,8 cm?, je obsah étyithelniku EFGM roven
4,2 cm?.

77-1-3

Déda pripravil pro svych Sest vnoucat hroméadku liskovych ofiskti s tim, at si je néjak
Stejné se zachoval druhy Bob, tieti Cyril, ¢tvrty Dan i paty Eda. Jen Franta smutné hledél
na prazdny sttl; uz na néj zadny orisek nezbyl.

Kolik oriskid bylo ptivodné na hromadce? (M. Volfova)

Napovéda. Kolik orisku si vzal Eda?

MozZné reSeni. Budeme postupovat odzadu:

Kdyz si Eda vzal polovinu ofiski, které na néj zbyly po Danovi, a jeden navic, nezbylo
nic. Tuto polovinu tedy tvoril jeden ofisek. Po Danovi zbyly dva orisky.

Dan si také bral polovinu ofiskd, které na néj zbyly po Cyrilovi, a jeden navic. Tuto
polovinu tedy tvorily ony dva ofisky plus jeden navic. Po Cyrilovi zbylo Sest ofisk.

Obdobné je to s ostatnimi. Polovinu ofiski, které zbyly na Cyrila po Bobovi, tvorilo
predchozich Sest ofiskid plus jeden navic. Po Bobovi zbylo 14 oriskd.

Polovinu orisku, které zbyly na Boba po Adamovi, tvorilo predchozich 14 ofisku plus
jeden navic. Po Adamovi zbylo 30 oriskd.

Téchto 30 oriski plus jeden navic tvotilo polovinu vSech oriski, které byly pripraveny
k rozebrani. Piivodné bylo na hroméadce 62 ofiski.

Poznamka. Pokud z znaci pocet ofisku, které zbyly po odebirani nékterého z chlapci,
potom pied tim na hromadce bylo 2(z + 1) ofiska. Toto je zkraceny zapis opakujici se
myslenky predchoziho Teseni.
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Naopak, pokud n znaci pocet ofiskli na hromédce pred tim, nez néktery chlapec zacal
odebirat, potom si vzal 5 +1 ofiskl a po ném zbylo n— (% + 1) = 5 —1 offski. Opakovanim
tohoto kroku dostavame posloupnost zbytki

n 15 n 31

16 87 32 16’

|

B | =3
|
|

n, 2_17 ) E
2 8

Kdyby n byl pitvodni pocet ofiskd, potom zbytek po Edovi by byl 5 — %. Tento vyraz je
roven nule, pravé kdyz n = 62.

77-1-4

Bétka si hrala s ozubenymi koly, ktera sklddala tak, jak je naznaceno na obrazku. Kdyz
pak zatocila jednim kolem, tocila se vSechna ostatni. Nakonec byla spokojena se soukolim,
kde prvni kolo mélo 32 a druhé 24 zubt. Kdyz se tieti kolo otocilo presné osmkrat, druhé
kolo udélalo pét otacek a cast Sesté a prvni kolo udélalo ¢tyti otacky a ¢ast paté.

Zjistéte, kolik zubt mélo tfeti kolo. (E. Novotna)

Napovéda. Kolikrat zuby prvniho kola zapadnou mezi zuby druhého kola, jestlize se prvni
kolo otoci ¢tytikrat?

Mozné FeSeni. Na vSech kolech je pocet zubti pouzitych pifi otaceni stejny (kazdy zub
pocitame tolikrat, kolikrat byl v kontaktu s jinym zubem na jiném kole). Podle zadani
umime o tomto poctu rict nasledujici.

Prvni kolo mélo 32 zubt a udélalo ¢tyfi otacky a cast paté, tedy bylo pouzito vic nez
32 -4 =128 a méné€ nez 32 - 5 = 160 zubi. Druhé kolo mélo 24 zubi a udélalo pét otacek
a cast Sesté, tedy bylo pouzito vic nez 24 -5 = 120 a méné nez 24 -6 = 144 zubu. TTteti kolo
se otocilo presné osmkrat, tedy pocet pouzitych zubi je délitelny osmi.

Dohromady, pocet pouzitych zubt je ¢islo, které je nasobkem osmi, je vétsi nez 128
a mensi nez 144. Takové cislo je jediné, totiz 136. TTeti kolo mélo 136 : 8 = 17 zub1.
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7Z7-1-5

V zahradnictvi Rose si jedna prodejna objednala celkem 120 rtzi v barvé cervené
a zluté, druhéa prodejna celkem 105 rtzi v barveé Cervené a bilé a treti prodejna celkem
45 rizi v barvé zluté a bilé. Zahradnictvi zakazku splnilo, a to tak, ze rtzi stejné barvy
dodalo do kazdého obchodu stejné.

Kolik celkem c¢ervenych, kolik bilych a kolik zlutych rtzi dodalo zahradnictvi do téchto
tfi prodejen? (M. Volfova)

Napovéda. Predstavte si jednotlivé objednavky v ramci celkového poc¢tu dodanych ruzi.

Mozné reseni. Secteme-li pocty riuzi dodanych do vSech t¥i prodejen, dostaneme 270 ku-
si. V tomto souctu jsou dvakrat zahrnuty pocty riazi od kazdé barvy.

V prvni prodejné byly rize cervené a zluté v celkovém poctu 120 kusti. Dvojnasobek
tohoto poctu je 240, bilych rtzi dodanych do zbylych dvou prodejen tedy bylo 270 — 240 =
= 30.

V druhé prodejné bylo 105 riizi cervenych a bilych. Dvojnasobek tohoto poctu je 210,
zlutych rtzi dodanych do zbylych dvou prodejen tedy bylo 270 — 210 = 60.

Ve treti prodejné bylo 45 rtzi zlutych a bilych. Dvojnasobek tohoto poctu je 90,
¢ervenych rizi dodanych do zbylych dvou prodejen tedy bylo 270 — 90 = 180.

Poznamka. V jednotlivych prodejnach byly pocty ruzi kazdé barvy poloviéni, tedy bilych
15, zlutych 30 a cervenych 90.

Pokud bychom tyto ptivodné neznamé pocty oznacili b, Z a ¢, potom informace ze
zadani lze zapsat jako

¢+2=120, ¢+b=105 2z4+b=45.
Uvahy ve vise uvedeném FeSeni tak odpovidaji nasledujicim tpravam:
2604+ 22+2b=270, 2¢4 2z =240, tedy 2b= 30,
a podobné ve zbylych dvou pripadech.

7Z7-1-6
Je dan rovnoramenny pravouhly trojuhelnik ABS se zakladnou AB. Na kruznici,
ktera ma stfed v bodé S a prochazi body A a B, lezi bod C tak, ze trojiuhelnik ABC je

rovnoramenny.
Urcete, kolik bodi C vyhovuje uvedenym podminkdm, a vSechny takové body se-
strojte. (K. Pazourek)

Napovéda. Co je rovnoramenny trojuhelnik?

Mozné feSeni. Strana AB rovnoramenného trojihelniku ABC miuze byt bud jeho za-
kladnou, nebo ramenem. Podle toho rozdélime feSeni na dvé casti.

a) Strana AB je zékladnou rovnoramenného trojihelniku ABC. V tomto piipadé je
C hlavnim vrcholem trojuhelniku ABC' a lezi na jeho ose soumeérnosti. Osa soumérnosti
trojuhelniku ABC' je osou usecky AB. Tato pfimka protind zadanou kruznici ve dvou
bodech, coz jsou dvé mozna feseni tulohy, ktera oznacime C7 a Cs.
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b) Strana AB je ramenem rovnoramenného trojuhelniku ABC'. V tomto ptipadé muze
byt hlavnim vrcholem trojihelniku ABC bud bod A, nebo bod B. Pokud by hlavnim vr-
cholem byl bod A, potom by strana AC byla ramenem a bod C' by byl od bodu A stejné
vzdalen jako bod B. Bod C by tudiz lezel na kruznici se stfedem v bodé A prochézejici bo-
dem B. Tato kruznice protind zadanou kruznici v jednom dalsim bodé, ktery oznac¢ime Cj.

Obdobné, pokud by hlavnim vrcholem byl bod B, potom by zbyly vrchol trojihelniku
lezel na kruznici se stfedem v bodé B prochazejici bodem A. Odpovidajici prusecik se
zadanou kruznici oznacime Cy.

Na zadané kruznici lezi ¢tyti body C7,Cs, Cs, Cy vyhovujici podminkdm ze zadéani.
Konstrukce vSech bodt vyplyva z predchoziho popisu: body C5 a C4 jsou pruseciky dané
kruznice se dvéma pomocnymi kruznicemi; osa tsecky AB, a tedy body C; a (5, je uréena
spolecnymi body téchto dvou pomocnych kruznic.

4
Cs

Poznamka. Z pravouhelnosti trojuhelniku ABS plyne, ze body A, B, C3, Cy tvofi vrcholy
¢tverce. Odtud lze vyvodit alternativni konstrukce piislusnych bodi.
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