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ROZLIŠOVÁNÍ REALIZACÍ NÁHODNÝCH MNOŽIN
DISTINGUISHING BETWEEN REALISATIONS OF
RANDOM SETS

Kateřina Helisová1, Jakub Staněk2

Adresa: 1FEL ČVUT v Praze, Technická 2, 166 27 Praha 6; 2MFF UK, So-
kolovská 83, 186 75 Praha 8

E-mail : heliskat@fel.cvut.cz, stanekj@karlin.mff.cuni.cz

Abstrakt: Článek je přehledem dosud zkoumaných a publikovaných metod
rozlišování dvou realizací náhodných množin ve smyslu rozhodnutí, zda jsou
si realizace (ne)podobné svými základními rysy. Metody se zaměřují na různá
pojetí podobnosti realizací, přičemž všechny jsou založené na dvou náhod-
ných výběrech funkcí – po jednom z každé realizace – popisujících specifické
rysy komponent. Shoda pravděpodobnostních rozdělení těchto funkcí je pak
testována a realizace jsou považovány za podobné, jestliže shoda není zamít-
nuta. Metody jsou zde stručně popsány a numericky ilustrovány na simulační
studii. Na závěr je pak uvedeno srovnání výhod a nevýhod jednotlivých me-
tod.
Klíčová slova: Morfologický skelet, N -vzdálenost, náhodná množina, obál-
kový test, opěrná funkce, podobnost, realizace, sousedství komponenty, spo-
jitá komponenta.

Abstract: The paper concerns an overview of recently developed methods for
comparing two realisations of random sets in the sense of deciding whether the
basic features of the realisations are (dis)similar. The methods concern differ-
ent definitions of similarity while all of them are based on deriving a sample of
functions from each realisation, which describe the shapes or even the mutual
positions of the realisation components. The equality of probability distribu-
tions of the functions is then tested, and the realisations are considered to
be similar if the eguality is accepted. The methods are briefly described,
their advantages and disadvantages are mentioned, and the conclusions are
justified by a simulation study.
Keywords:Morphological skeleton, N -distance, Random set, Envelope test,
Support function, Similarity, Realisation, Neighborhood, Connected compo-
nent.

1. Úvod

Realizaci náhodné množiny si můžeme představit jako geometrické znázor-
nění objektu, jehož tvar je výsledkem nějakého náhodného procesu. Takovým

3



Vědecké a odborné články

objektem může být třeba rostlinný porost, výskyt konkrétního nerostu v hor-
nině, shluk buněk v tkáni apod. Matematické a zvláště pak statistické studie
náhodných množin, tedy procesů, kterými jsou výše popsané objekty vy-
tvářeny, nám mohou přinést spoustu užitečných informací o chování těchto
procesů, a tudíž i o možnostech jejich regulace a praktického využití.
V posledních letech se modelování a statistické analýzy náhodných množin

staly velice populárními, a to zvláště díky rozvoji výpočetní techniky umožňu-
jící rozsáhlé simulační studie, na nichž jsou tyto analýzy často založeny. Z teo-
retického hlediska se jimi zabývali např. [12], [13] nebo [20], jiní pak zkoumali
jejich aplikace např. v biologii [15], lékařství [8], materiálových vědách [19]
a dalších oblastech.
Obvykle se pro realizaci náhodné množiny (v praxi pak většinou binární

obrázek, který je aproximací této realizace v daném rozlišení) snažíme na-
lézt vhodný model. Občas ale znalost konkrétního modelu není nutná, neboť
je našim cílem porovnání dvou či více realizací ve smyslu rozhodnutí, zda
realizace pocházejí ze stejného procesu, viz např. rozlišování tkáně zasažené
buďto zhoubným nádorem nebo mastopatií [16].
A právě takovým porovnáním se zabývají níže popsané metody. Na zá-

kladě podobnosti dvou realizací rozhodují, zda příslušné dva objekty mo-
hou pocházet ze stejného vytvářecího zdroje (např. rakovinové bujení vs. ne-
zhoubný nádor, zdravý rostlinný porost vs. porost zasažený škůdcem apod.).
Jen poznamenejme, že samotné přiřazení realizací ke konkrétním procesům
tento článek neřeší, to je úloha klasifikace. Zde se zabýváme pouze otázkou,
zda jsou si dvě realizace podobné či nikoliv. Podobnost je zde definovaná jako
shoda pravděpodobnostních rozdělení skupiny funkcí, které množinu popisují.
Pro různé metody jsou však tyto funkce různé, neboť v různých praktických
situacích nás zajímají rozdílné aspekty (např. v případě tkáně nás zajímá
hlavně tvar buněk, zatímco v případě rostlinných porostů i vzájemná po-
loha shluků rostlin), tudíž některé metody mohou dvě realizace považovat
za podobné a jiné je mohou rozlišit. Našim cílem tedy není konstrukce testů
shody pravděpodobnostních rozdělení náhodných množin, z níž realizace po-
cházejí, nýbrž testování podobnosti realizací dle odpovídající definice. Roz-
lišením dvou realizací pak máme na mysli situaci, kdy test podobnost realizací
zamítne.
Přestože existují klasické nástroje pro popis náhodných množin jako např.

kovarianční funkce [1], kontaktní distribuční funkce [1], funkce na morfolo-
gických operacích (dilatace, eroze, otevírání a zavírání množiny) [20], gra-
nulometrická funkce [20] atd., jsou situace, kdy tyto charakteristiky nemusí
být k rozlišení dvou realizací dostatečné. Všechny navíc mají tu nevýhodu,
že pro jednu realizaci vždy obdržíme pouze jeden odhad dané funkce, takže
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srovnání realizací pak probíhá více méně optickým porovnáním těchto funkcí,
nikoliv formálním statistickým testem shody pravděpodobnostních rozdělení
skupiny funkcí, která nám definuje podobnost. Tímto problémem se v po-
sledních letech zabývaly publikace [3], [5], [6] a [7], jejichž přehled, stručný
popis a srovnání jejich výhod a nevýhod je náplní tohoto článku.
Článek je organizován následovně. Kapitola 2. uvádí základní definice

a již existující teoretické výsledky použité v dále popisovaných metodách,
v kapitole 3. popíšeme tyto metody a nakonec je v kapitole 4. porovnáme
a výsledky ilustrujeme na simulační studii.

2. Teoretické základy

2.1. Náhodné množiny a mozaiky

Definice 2.1. Nechť F je rodina uzavřených množin a C rodina kompakt-
ních množin v R2. Nechť pΩ,Σ, P q je pravděpodobnostní prostor. Zobrazení
X : Ω Ñ F se nazývá náhodná uzavřená množina, jestliže pro každou kom-
paktní množinu K P C platí tω P Ω : X X K ‰ Hu P Σ. Rozdělení PX ná-
hodné množiny X je dáno vztahem PXpF q “ P ptω P Ω : Xpωq P F uq pro
F P BpFq, kde BpFq je borelovská σ-algebra na F .

Poznámka 2.1. Je-li množina hodnot zobrazení X složená pouze z kon-
vexních kompaktních množin, což v některých pasážích níže předpokládáme,
mluvíme o X jako o náhodné konvexní kompaktní množině.

Pro jednoduchost si pro naše účely můžeme představit náhodnou množinu
jako dvoudimenzionální geometrický objekt náhodného tvaru. Realizací X
náhodné množiny X pak myslíme konkrétní tvar, tj. konkrétní množinu X “

Xpωq pro dané ω. Jelikož v praxi obvykle dostáváme realizace ve formě di-
gitálních binárních obrázků, budeme používat pojem „realizace” i pro tyto
obrázky. Pro práci s realizacemi pak budeme potřebovat následující pojmy.

Definice 2.2. Pro množiny X,Y P F definujeme Hausdorffovu metriku

dHpX,Y q “ max

"

sup
xPX

inf
yPY

}x ´ y} , sup
yPY

inf
xPX

}x ´ y}

*

,

kde }¨} značí eukleidovskou vzdálenost na R2.

Pro binární obrázky složené z černých a bílých pixelů, které pro výpočetní
účely reprezentujeme maticí jedniček a nul, definujeme následující pojem.

Definice 2.3. Frobeniova norma matice A o rozměrech mˆn je definována

vztahem }A}F “
`
řm

i“1

řn
i“1paijq2

˘1{2
.
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Významná část teorie náhodných množin je věnována náhodným konvex-
ním kompaktním množinám. Jedna z níže prezentovaných metod je přímo
založena na aproximaci realizací těmito množinami, přičemž hlavní roli zde
hraje následující funkce.

Definice 2.4. Pro (náhodnou) konvexní kompaktní množinu X definujeme
její opěrnou funkci

hXpuq “ sup
xPX

xu, xy, u P Bbp0, 1q,

kde Bbp0, 1q je jednotková sféra v R2, tj. kružnice se středem v počátku a jed-
notkovým poloměrem.

Body na jednotkové sféře přitom můžeme nahradit úhly mezi vodorovnou
osou a spojnicí počátku s příslušným bodem na kružnici. Pak opěrnou funkci
intepretujeme jako vzdálenost počátku od opěrné nadroviny, tj. od přímky,
která je kolmá na daný směr a leží v maximální možné vzdálenosti tak, aby
s danou množinou měla neprázdný průnik, viz obr. 1. Jinými slovy opěrná
funkce popisuje jistý dosah množiny ve všech směrech.
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Obrázek 1: Ukázka opěrné funkce pro čtverec s těžištěm v počátku, tedy
pro centrovaný geometrický objekt s rovnými hranicemi (levé dva obrázky),
a pro kruh se středem v počátku, tedy pro centrovaný geometrický objekt

se zaoblenými hranicemi (pravé dva obrázky).

Věta 2.1 (Lavie [10]). Dvě náhodné konvexní kompaktní množiny jsou stejně
rozdělené právě tehdy, jsou-li stejná všechna konečně-dimenzionální rozdělení
jejich opěrných funkcí.

Nakonec definujeme speciální mozaiku tvořenou průnikem Voronoiovy
mozaiky [1] a sjednocení kruhů se středy v bodech generujících tuto mozaiku.

Definice 2.5. Mějme tb1, . . . , bnu konečnou konfiguraci kruhů se středy tx1,
x2, . . . , xnu a stejnými poloměry. Označme

Bi “ ty P bi : }y ´ xi} ď }y ´ xj} pro všechna j ‰ iu.
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Systém množin Bi se nazývá Voronoiova mozaika na sjednocení kruhů
Ťn

i“1 bi.

Poznámka 2.2. Buňky Bi jsou množiny bodů z kruhu bi, které jsou blíže
středu kruhu bi než středu jakéhokoliv jiného kruhu, tedy se jedná o konvexní
kompaktní množiny, a tudíž je Voronoiova mozaika sjednocením konvexních
kompaktních množin pokrývajícím celé sjednocení kruhů

Ťn
i“1 bi.

2.2. Morfologický skelet množiny

Mějme X Ď R2, A Ă R2 obsahující počátek, označme qA “ t´a : a P Au

a Xa “ tx ` a; x P Xu.

Definice 2.6. Dilatace, eroze, otevření a zavření množiny X kompaktním
prvkem (množinou) A jsou definovány dle [20] následovně:

DApXq “ X ‘ A “ tz P R2 : qAz X X ‰ Hu “
Ť

aPA Xa,

EApXq “ X a qA “ tz P R2 : Az Ď Xu “
Ş

aPA X´a,

OApXq “ DApEApXqq “ pX a qAq ‘ A,

CApXq “ EApDApXqq “ pX ‘ Aq a qA.

Dilataci si můžeme představit jako zvětšení, jakoby „nafouknutí“, množi-
ny X (pokud je kompaktním prvkem A kruh o poloměru r, což je v aplikacích
nejčastější případ, jedná se o zvětšení množiny X o pás šířky r). Eroze je
naopak zmenšení množinyX. Otevření si můžeme představit jako proces, kdy
množinu nejprve zmenšíme, čímž odstraníme tenké výčnělky, a poté množinu
zase zvětšíme. Při operaci zavření množiny naopak nejprve množinu zvětšíme,
čímž uzavřeme úzká místa, a poté ji zase zmenšíme. Ukázku těchto operací
vidíme na obr. 2.

Definice 2.7. Kruh rBx se středem v bodě x a poloměrem r se nazývá maxi-
malní vzhledem k množině X, pokud neexistuje žádný jiný kruh B1 obsažený
celým povrchem v X a obsahující rBx, tj.

rBx Ď B1 Ď X ñ rBx “ B1.

Definice 2.8. Nechť Imax
X je množina maximálních kruhů vzhledem k X.

Morfologický skelet (nebo také kostra; dále jen skelet) SKpXq množiny X je
definován jako množina všech středů maximálních kruhů, tj.

SKpXq “ tx; rBx P Imax
X , r ą 0u.
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(a) (b) (c) (d) (e) (f)

Obrázek 2: Ukázka morfologických operací z def. 2.6: (a) množinaX, (b) kom-
paktní prvek A, (c) dilatace, (d) eroze, (e) otevření a (f) zavření množiny X

prvkem A.

Pro r ą 0 označme SrpXq “ tx P SKpXq : rBx P Imax
X u r-tou skeletovou

podmnožinu. Je zřejmé, že pak platí

SKpXq “
ď

rą0

SrpXq.

Nyní uvažujme X coby binární obrázek. Kruh rB je nahrazen diskrétní
aproximací kruhu nB s poloměrem n P N s využitím manhattanské vzdále-
nosti, tj. nB “ tpx, yq P Z2; |x| ` |y| ď nu. Najděme N P N takové, že eroze
ENBpXq ‰ H a EpN`1qBpXq “ H. Skelet SKpXq je pak definován jako

SKpXq “

N
ď

n“0

SnpXq,

kde SnpXq “ EnBpXqzOBpEnBpXqq je analogie n-té skeletové podmnožiny
v diskrétním případě.
Algoritmus pro konstrukci skeletu je tedy následující [11]:

1. n :“ 0, E1 :“ X,

2. E2 :“ E1 a B,

3. jestliže E2 “ H, pak N :“ n, SnpXq :“ E1 a STOP,

4. O :“ E2 ‘ B,

5. SnpXq :“ E1zO,

6. n :“ n ` 1, E1 :“ E2 a běž zpět na bod 2.
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Na obr. 3 je ukázka binárního obrázku, jeho skeletu a rekonstrukce původ-
ního obrázku pomocí skeletu a příslušných maximálních kruhů, tj. sjednocení
všech maximálních kruhů. Poznamenejme, že pro lepší vizualizaci jsme při
zobrazení rekonstrukce použili k vykreslení hranic maximálních kruhů jejich
spojitou verzi, tj. tpx, yq P R2; |x| ` |y| “ nu.
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Obrázek 3: Ukázka binárního obrázku množiny (vlevo), jejího skeletu (upro-
střed) a rekonstrukce původní množiny pomocí skeletu a příslušných maxi-
málních kruhů, tj. sjednocení všech maximálních kruhů (vpravo; pro lepší

vizualizaci zobrazeny pouze hranice těchto kruhů).

2.3. Testování shody rozdělení náhodných funkcí

2.3.1. Obálkový test Jako první test shody rozdělení náhodných funkcí
jsme použili tzv. obálkový test z [18] (lze jej nalézt také v českém jazyce
[17]), který funguje následovně.
Mějme s`1 zaměnitelných (exchangeable) náhodných objektů, které jsou

popsány funkcionálními charakteristikami Tipuq, i “ 1, ..., s ` 1, u P I (I je
indexová množina). Víme, že T2puq, . . . , Ts`1puq pocházejí ze stejného roz-
dělení, a chceme testovat, zda T1puq pochází z téhož rozdělení. Pro každé
u P I označme RÒ

i puq, resp. RÓ

i puq, pořadí příslušné hodnoty Tipuq od nejmen-
šího (pořadí 1) do největšího (pořadí s ` 1), resp. od největšího (pořadí 1)
do nejmenšího (pořadí s ` 1). Pro každé u P I, pak definujme u-tou hloubku

charakteristiky Tipuq jako Ripuq “ min
´

RÒ

i puq, RÓ

i puq

¯

.

V praxi obvykle pozorujeme Tipuq na diskrétní indexové množině I “

tu1, . . . , unu, tj. Tipuq “ pTipu1q, . . . , Tipunqq. Označme rs “ tps ` 2q{2u, Ni “

pNi1, . . . Nirsq , kde Nik “
n
ř

j“1

1pRipujq “ kq, a definujme

Ni ă Nj ðñ Dm ď rs @k ă m : Nik “ Njk & Nim ą Njm.

9
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Pak p-hodnota testu je

p “
1

s ` 1

˜

1 `

s`1
ÿ

i“1

1pNi ă N1q

¸

.

Ukázku výpočtu Ripuq a Ni lze vidět na obr. 4.
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N4 “ p0, 2, 2q, N5 “ p4, 0, 0q

ñ N5 ă N1 ă N2 ă N3 ă N4

Obrázek 4: Ukázka výpočtu Ripuq a Ni v obálkovém testu.

Jelikož v našem případě budeme chtít testovat shodu rozdělení dvou ná-
hodných funkcí tp1q a tp2q, použijeme permutační verzi testu, která funguje
následovně. Máme dva vzorky funkcí, konkrétně tp1q

1 puq, . . . , t
p1q
m1puq získané

z realizace X a tp2q

1 puq, . . . , t
p2q
m2puq získané z realizace Y . Testovací charakte-

ristika je daná normovaným rozdílem jejich průměrů, tj.

T1puq “
t̄p1qpuq ´ t̄p2qpuq

a

var tp1qpuq ` var tp2qpuq
.

Dále použijeme permutační Monte Carlo test, viz [2], tj. vezmeme všechny

funkce tp1q

1 puq, . . . , t
p1q
m1puq, t

p2q

1 puq, . . . , t
p2q
m2puq dohromady a vytvoříme s jejich

náhodných permutací. Následně každou permutaci rozdělíme na dvě skupiny
o rozsahu m1 a m2 funkcí a analogicky spočteme Tipuq, i “ 2, . . . , s ` 1,
jako normovaný rozdíl průměrů funkcí z i-té permutace. Z hodnot Tipuq pak
spočteme Ni a z nich následně hledanou p-hodnotu.

2.3.2. Test založený na N -vzdálenosti Druhý test shody rozdělení ná-
hodných funkcí je založen na teorii N -vzdáleností, viz [9], kterou stručně
uvádíme níže.
Nechť X je neprázdná množina. Uvažujme negativně definitní jádro L :

X ˆ X Ñ C [9].

Definice 2.9. Negativně definitní jádro L se nazývá silně negativně definitní
jádro, jestliže pro libovolnou pravděpodobnostní míru µ a libovolnou funkci f :

10
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X Ñ R takovou, že
ş

X fpxqdµpxq “ 0 a
ş

X
ş

X Lpx, yqfpxqfpyqdµpxqdµpyq

existuje a je konečný, platí, že
ş

X
ş

X Lpx, yqfpxqfpyqdµpxqdµpyq “ 0 impli-
kuje fpxq “ 0 µ-skoro všude.

Pro zobrazení L : XˆX Ñ C označme BL množinu všech měr µ takových,
že

ş

X
ş

X Lpx, yqdµpxqdµpyq existuje.

Věta 2.2 (Klebanov [9]). Nechť Lpx, yq “ Lpy, xq. Pak

N pµ, νq “ 2

ż

X

ż

X
Lpx, yqdµpxqdνpyq ´

ż

X

ż

X
Lpx, yqdµpxqdµpyq

´

ż

X

ż

X
Lpx, yqdνpxqdνpyq ě 0 (1)

platí pro všechny míry µ, ν P BL s rovností pro µ “ ν tehdy a jen tehdy,
pokud L je silně negativně definitní jádro.

Dále v textu budeme výraz N pµ, νq z (1) nazývat N -vzdáleností měr µ
a ν. V [9] můžeme nalézt několik příkladu silně negativně definitního jádra L.
Jelikož se zde zaměřujeme na testování rozdělení náhodných funkcí tp1q a tp2q,
použijeme jádro z [6] zkonstruované speciálně pro náhodné funkce. Konkrétně
jestliže vyčíslujeme náhodnou funkci tp1q, resp. tp2q, v diskrétních proměnných
I “ tu1, . . . , unu, jádro je

Lptp1q, tp2qq “
ÿ

KP2I

˜

ÿ

ukPK

´

tp1qpukq ´ tp2qpukq

¯2
¸1{2

,

kde 2I značí množinu všech podmnožin indexové množiny I.
Odhad N -vzdálenosti (náhodných) funkcí tp1q a tp2q založený na náhod-

ných výběrech t
p1q

1 puq, . . . , t
p1q
m1puq a tp2q

1 puq, . . . , t
p2q
m2puq je

xN1 “
2

m1m2

m1
ÿ

i“1

m2
ÿ

j“1

Lpt
p1q

i , t
p2q

j q ´
1

m2
1

m1
ÿ

i“1

m1
ÿ

j“1

Lpt
p1q

i , t
p1q

j q

´
1

m2
2

m2
ÿ

i“1

m2
ÿ

j“1

Lpt
p2q

i , t
p2q

j q. (2)

Ten pak hraje roli testové statistiky.
Pro testování hypotézy, že dvě skupiny funkcí tp1q

1 puq, . . . , t
p1q
m1puq a tp2q

1 puq,

t
p2q

2 puq, . . . , t
p2q
m2puq pocházejí ze stejného rozdělení pak opět použijeme Monte
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Carlo permutační test, tj. vytvoříme s permutací ze všech funkcí tp1q

1 puq, . . . ,

t
p1q
m1puq, t

p2q

1 puq, . . . , t
p2q
m2puq, každý zpermutovaný vzorek rozdělíme do dvou

skupin o délkáchm1 am2 a analogicky k (2) spočteme pNi pro i-tou permutaci,
i “ 2, . . . , s ` 1. Pak p-hodnota testu je

p “
#ti P t2, . . . , s ` 1u : xNi ě xN1u ` 1

s ` 1
.

3. Metody rozlišování realizací náhodných množin

Společným cílem metod, které níže uvádíme, je rozhodnutí, zda dvě realizace
X a Y náhodných množin X, resp. Y, jsou si podobné ve smyslu daném pro
každou metodu zvlášť. Metody jsou založené na získání skupin funkcí pro kaž-
dou z realizací X a Y popisující specifické rysy daných realizací a následném
testování shody pravděpodobnostních rozdělení těchto funkcí pomocí obál-
kového testu a testu založeném na N -vzdálenosti. Realizace pak považujeme
za podobné, pokud test shodu nezamítá, a nepodobné (rozlišené), pokud je
shoda zamítnuta.

Popisované procedury jsou ilustrovány na simulační studii zahrnující tři
modely. Prvním je boolský proces, tedy sjednocení náhodných geometrických
objektů, jejichž tvary i polohy jsou vzájemně nezávislé (v našem případě se
jedná o sjednocení náhodného počtu kruhů s náhodnými poloměry), druhým
modelem je shlukový proces a třetím pak proces odpuzujících se komponent,
viz [7] pro detaily o parametrech daných modelů a [14] pro detaily o jejich
simulacích. Realizace těchto modelů jsou zobrazené na obr. 5.

Obrázek 5: Ukázka realizací boolského modelu (vlevo), shlukového modelu
(uprostřed) a modelu odpuzujících se komponent (vpravo), které byly použité

pro simulační studii.
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Ve studii uvažujeme 200 simulovaných realizací každého modelu v roz-
lišení 400 ˆ 400 pixelů, které dále hrají roli jednotek v popisovaných pro-
cedurách, a srovnáváme vždy 100 a 100 realizací nejprve stejných a poté
různých modelů, tj. máme šest párů modelů ke srovnání. Jelikož výstupy me-
tod jsou p-hodnoty, získáváme tak pro každý srovnávaný pár 100 p-hodnot.
Ty jsou zobrazeny formou histogramů. Poznamenejme, že p-hodnoty blízké
nule znamenají, že shoda pravděpodobnostních rozdělení příslušných testo-
vacích funkcí je zamítnuta, tudíž realizace považujeme za rozdílné. Proto
v simulační studii očekáváme p-hodnoty koncentrované blízko nuly, pokud
srovnáváme realizace z různých procesů, zatímco pro realizace stejných pro-
cesů by p-hodnoty měly být rovnoměrně rozložené na intervalu r0, 1s.

3.1. Aproximace sjednocením konvexních
kompaktních množin

Myšlenka této metody, která je detailně popsaná v [6] a [7], spočívá v apro-
ximaci realizací X a Y sjednoceními konvexních kompaktních množin, vy-
číslení jejich opěrných funkcí a náhodném výběru těchto funkcí, které pak
hrají roli testovacích funkcí tp1q a tp2q. Realizace pak považujeme za podobné,
pocházejí-li tp1q a tp2q ze stejného rozdělení, což je hypotéza, kterou zde tes-
tujeme.
Aproximace realizací funguje následovně:

1. Zvolíme hodnotu r a pokryjeme realizaci kruhy o poloměru r použitím
Poissonova disc-sampling algoritmu, viz [4], tj.

(a) vybereme náhodně bod x1 rovnoměrně uvnitř realizace a zkon-
struujeme kruh b1px1, rq,

(b) vybereme náhodně bod x2 rovnoměrně uvnitř realizace, avšak
mimo kruh b1, a zkonstruujeme kruh b2px2, rq,

(c) pokračujeme tímto způsobem, dokud není pokrytá celá realizace,

2. zkonstruujeme Voronoiovu mozaiku na
Ť

bi.

Je zřejmé, že plocha takto vytvořené aproximace je větší než plocha pů-
vodní realizace, proto zavádíme dvě korekce v kroku 1., a to:

(i) provedeme erozi realizace kruhem o poloměru r,

(ii) způsobem popsaným výše pokrýváme dilatovanou realizaci, přičemž
nejprve vybíráme středy pokrývajících kruhů mezi hraničními pixely
a až poté, co je pokrytá celá hranice, pokrýváme náhodně vnitřek,

13
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což je graficky ilustrováno na obr. 6 i s následnou konstrukcí Voronoiovy
mozaiky.

(a) (b) (c)

(d) (e)

Obrázek 6: Pokrývání realizace sjednocením kruhů se stejnými poloměry a ná-
sledná konstrukce Voronoiovy mozaiky: aproximovaná realizace (a), její eroze
(b), pokrývání hranice realizace po erozi (c), pokrývání vnitřku (d) a odpo-

vídající Voronoiova mozaika (e).

Poissonův disc-sampling algoritmus s následnou konstrukcí Voroniovy mo-
zaiky jsme zvolili hlavně pro jeho jednoduchou interpretaci: v případě shluko-
vých procesů má mozaika více vnitřních (tj. mnohoúhelníkových) než vnějších
(tj. částečně zaoblených) buněk, zatímco dlouhé tenké komponenty mají nao-
pak více vnějších a méně vnitřních buněk, což je právě rozdíl dobře podchyti-
telný opěrnými funkcemi, neboť zaobleným částem buněk odpovídají v opěr-
ných funkcích konstantní úseky (v hodnotě poloměru příslušného kruhu), viz
levá část obr. 1 na str. 6, zatímco opěrné funkce mnohoúhelníkových buněk
vytvářejí v grafech „kopečkovité” úseky, viz pravá část obr. 1 na str. 6. Avšak
nejen to. I realizace složené z více menších spíše okrouhlých komponent, resp.
z dlouhých tenkých komponent, které obě mají více vnějších buněk, jsou ro-
zeznatelné, neboť zaoblené části v prvním případě jsou delší než v případě
druhém, což je opět rozlišeno příslušnými opěrnými funkcemi.
Problémem však je volba optimálního poloměru pro pokrývací kruhy. Ten

totiž nesmí být ani moc malý, neboť příslušná Voronoiova mozaika by měla
příliš mnoho vnitřních buněk a ty jsou stejně rozdělené, tudíž nenesou in-
formaci o tvaru komponent, avšak nesmí být ani moc velký, abychom při
aproximaci zachovali tvar původní realizace a také abychom měli dostatečný
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vzorek buněk pro testování. Několik (spíše heuristických) doporučení lze na-
lézt v [7].
Další slabinou této procedury je fakt, že dvě buňky Voronoiovy mozaiky

mající stejný tvar, ale jinou orientaci, mají různé opěrné funkce. Proto v [7]
autoři navrhují jisté přerovnání opěrných funkcí, což sice metodu činí efek-
tivnější, ale i přesto dochází k významné ztrátě informace.
Nevýhodou této metody je také náhodnost pokrývání, která s sebou rov-

něž nese jistou míru nepřesnosti.

3.2. Srovnání skeletů a příslušných maximálních kruhů

Ve druhé proceduře, studované detailněji v [3], definujeme podobnost realizací
náhodných množin pomocí funkce popisující přírustky objemu kolem bodů
skeletů daných realizací.
Mějme realizaci X stacionární náhodné množiny ve formě binárního ob-

rázku a její skelet SKpXq. Pro každý bod xi P SKpXq označme ri poloměr
příslušného maximálního kruhu. Poznamenejme však, že dle algoritmus v ka-
pitole 2.2., jeden izolovaný pixel představuje kruh s nulovým poloměrem,
avšak pro definici testovací funkce (3) (viz níže), je důležité, aby i jeden pixel
představoval kruh s kladným poloměrem. Proto pro další účely stavovíme,
že každému bodu xi P SnpXq připadá poloměr odpovídajícího maximálního
kruhu ri “ n ` 1. Testovací funkci v bodě xi pak definujeme jako

tipu q “
ÿ

j‰i

rj1||xi´xj ||ău, u “ 1, 2, . . . , Umax, Umax P N. (3)

Interpretace je taková, že výraz rj ¨ 1 z (3) je přírustek plochy přidáním
j-tého kruhu do celkové plochy množiny X kolem bodu xi, neboť je to plocha
obdélníku rj ˆ 1 kterým přibližně při seřazení bodů skeletu za sebe j-tý
maximální kruh do celkové plochy přispívá.
Bohužel neexistuje obecné pravidlo, jak v (3) stanovit parametr Umax.

Musí být dostatečně velký, aby testovací funkce podchytily rozprostření masy
v realizaci, ale nesmí být příliš velký, neboť pak dochází k následující kom-
plikaci. Testovací funkce ti a tj jsou si podobné, pokud xi a xj jsou si blízko
a Umax je příliš velké (neboť mají spoustu maximálních kruhů společných).
Proto zde zavádíme minimální vzdálenost Dmin mezi body, které mohou být
zahrnuty do náhodného výběru následných testů (tyto body dále nazýváme
testovacími body). Je přitom zřejmé, že volba Dmin je úzce spjatá s volbou
Umax, neboť obě tyto hodnoty dohromady ovlivňují, jak moc se maximální
kruhy přispívající do hodnot testovacích funkcí překrývají, tj. jak moc jsou
závislé. Pro dané Umax by přirozenou volbou Dmin bylo Dmin “ 2Umax, neboť
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v takovém případě je každá dvojice px, rq zahrnutá pouze v jedné testovací
funkci ti. Avšak to si nemůžeme dovolit, pokud obrázek není dostatečně velký.
Širší diskusi na toto téma lze nalézt v [3].
Stručně řečeno, doporučuje se nejprve vykreslit pro každou realizaci ně-

kolik testovacích funkcí na delším definičním oboru a na základě grafů roz-
hodnout, jaký interval pro u je dostatečný k podchycení rysů dané realizace,
např. na obr. 7 pozorujeme od hodnoty u “ 10 dále hustší shluky funkcí pro
proces odpuzujících se komponent než pro jiné procesy, nebo mnohem větší
funkční hodnoty od u “ 5 pro shlukový proces než pro ostatní procesy.
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Obrázek 7: Ukázka testovacích funkcí z jedné realizace boolského procesu
(vlevo), shlukového procesu (uprostřed) a procesu s odpuzujícími se kom-
ponentami (vpravo) použitých při rozlišování metodou srovnávání skeletů

a příslušných maximálních kruhů.

Chceme-li tedy porovnávat dvě realizace, podíváme se, zda a od jaké
hodnoty u se začínají jejich testovací funkce vizuálně lišit. Jestliže se ani pro
velká u (velká vzhledem k velikosti obrázku) funkce neliší, vezmeme Umax co
největší tak, abychom v souladu s Dmin měli na vstupu alespoň pár desítek
testovacích bodů. Pokud se od nějaké hodnoty u lišit začínají, hodnotu Umax

stanovíme tak, aby Umax ą u, ale abychom zároveň v souladu s Dmin i zde
měli na vstupu dostatek testovacích bodů. Pokud nelze stanovit pDmin, Umaxq

splňující uvedené podmínky, není tato metoda k porovnávání daných realizací
vhodná.
Poté, co určíme výše zmíněné parametry, porovnáme realizace X a Y tak,

že náhodně vybereme testovací body, vyčíslíme příslušné testovací funkce
t

p1q

1 puq, . . . , t
p1q
m1puq a tp2q

1 puq, . . . , t
p2q
m2puq, a stejně jako v předešlé metodě apli-

kujeme obálkový test a test založený na N -vzdálenosti k otestování hypo-
tézy, že skupiny funkcí tp1q

1 puq, . . . , t
p1q
m1puq a t

p2q

1 puq, . . . , t
p2q
m2puq pocházejí ze

stejného rozdělení.
Když pomineme komplikace ohledně volby Umax a Dmin, má tato metoda

spoustu výhod. Za prvé je ve srovnání s předešlou metodou až na náhodný vý-
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běr testovacích bodů deterministická a jednoznačná, tj. nedochází k náhodné
aproximaci a rekonstrukce realizace z jejího skeletu je zcela shodná s pů-
vodní realizací. Za druhé, testovací funkce popisuje přírustek plochy v okolí
příslušného testovacího bodu ve všech směrech, takže nedochází ke ztrátě
informace vlivem rotací, což vede k větší přesnosti v případě hledání nepo-
dobností. A vskutku, jak ukazuje simulační studie, nám tato metoda dává
nejlepší výsledky při rozlišování na pohled podobných realizací, které však
pocházejí z různých modelů (jmenovitě z booleského procesu a procesu od-
puzujících se komponent).

3.3. Srovnání komponent a jejich sousedství

Ve třetí metodě, uvedené v publikaci [5], uvažujme realizace X a Y složené
z komponent Ci, i P J (indexová množina). Obvykle uvažujeme Ci coby spo-
jité komponenty, ale ve specifických případech můžeme použít i jiné dělení
(např. pokud jsou komponenty složené z biologických buněk, které lze ve
vstupním binárním obrázku identifikovat, můžeme jako Ci označit tyto jed-
notlivé buňky). Pro každou Ci definujeme její i-té sousedství Ni jako oblast
obsahující celou Ci a k tomu všechny body pozorovacího okna, které jsou
blíž Ci než jakékoliv jiné Cj , j P Jztiu ve smyslu Hausdorffovy metriky, tj.
Ni “ ty P W : dHptyu, Ciq ď dHptyu, Cjq pro všechna i ‰ ju.
Hlavní myšlenkou je srovnat v realizacích X a Y , které uvažujeme coby

binární obrázky, tedy matice jedniček a nul (odpovídajících pixelům množin,
resp. jejich doplňků), symetrické diference jednotlivých komponent C1∆C2 :“
tx : x P C1, x R C2 nebo x R C1, x P C2u, kde C1 a C2 jsou vycentrovány ve
svých těžištích, resp. symetrické diference jednotlivých sousedstvíN1∆N2 pro
N1 a N2 vycentrované do těžišť C1, resp. C2, jejichž plochy jsou ||C1 ´C2||F ,
resp. ||N1 ´ N2||F . Srovnáváme přitom každou komponentu z realizace X
s každou komponentou z realizace Y . Jelikož funkce

LCpC1, C2q “ ||C1 ´ C2||F , LN pN1, N2q “ ||N1 ´ N2||F ,

LCN ppC1, N1q, pC2, N2qq “

b

||C1 ´ C2||2F ` ||N1 ´ N2||2F

tvoří silně negativně definitní jádra, aplikujeme test založený naN -vzdálenos-
tech na tato jádra místo Lptp1q, tp2qq a dle (2) z nich spočteme xN1 a xNi,
i “ 2, . . . , s. To znamená, že v tomto případě hrají komponenty Ci a soused-
stvíNi role testovacích funkcí z předešlých kapitol. Označíme-li C

p1q

1 , . . . , C
p1q
m1

a Cp2q

1 , . . . , C
p2q
m2 náhodný výběr komponent z realizací X, resp. Y , a N

p1q

1 , . . . ,

N
p1q
m1 a N

p2q

1 , . . . , N
p2q
m2 jejich příslušná okolí, pak zde uvažujeme tři verze nu-

lové hypotézy, a to za prvé tvrzení, že C
p1q

1 puq, . . . , C
p1q
m1puq a C

p2q

1 puq, . . . ,
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C
p2q
m2puq pocházejí ze stejného rozdělení, za druhé tvrzení, že N

p1q

1 puq, . . . ,

N
p1q
m1 puq a N

p2q

1 puq, . . . , N
p2q
m2 puq pocházejí ze stejného rozdělení, a za třetí

tvrzení, že dvojice pC1, N1qp1qpuq, . . . , pCm1 , Nm1qp1q a pC1, N1qp2q, . . . , pCm2 ,
Nm2

qp2q pocházejí ze stejného rozdělení.
Poznamenejme, že tato metoda je velice citlivá na okrajové efekty, proto

zahrnujeme do studie pouze komponenty, které neprotínají hranici pozoro-
vacího okna (znázorněny černou barvou v obr. 8, zatímco vynechané kom-
ponenty jsou znázorněny tmavě šedou barvou). Analogicky při porovnávání
sousedství uvažujeme pouze ta, která jsou celá obsažena v pozorovacím okně
(znázorněna různými odstíny modré v obr. 8).

Obrázek 8: Uvažované komponenty (vyznačené černě) v boolském procesu
(vlevo), shlukovém procesu (uprostřed) a procesu odpuzujících se komponent
(vpravo), jejich těžiště (červené body) a uvažovaná sousedství (různé odstíny

modré).

4. Srovnání metod

V tab. 1 shrneme uvedené metody, jejich použití, výhody a nevýhody, přičemž
první metodu budeme zkráceně nazývat „aproximace”, druhou „skelety” a tře-
tí „komponenty a sousedství”. Pro verzi aproximace, v níž používáme obál-
kový test, pak budeme používat značení „AO”, pro verzi s použitím N -vzdá-
lenosti „AN”, analogicky tyto verze skeletů budeme značit jako „SO”, resp.
„SN”, a pro porovnání komponent, sousedství a komponent se sousedstvím
dohromady budeme používat zkratky „K”, „S”, resp. „KS”.
Ze statistického hlediska můžeme vynést závěr, že všechny uvedené me-

tody jsou velice přesné při porovnávání realizací stejných modelů, neboť
příslušné histogramy p-hodnot provedených testů vykazují rovnoměrné roz-
dělení na intervalu r0, 1s (proto zde tyto histogramy neuvádíme). Zajímavější
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jsou histogramy p-hodnot v případě srovnávání různých modelů, viz obr. 9.
Z nich můžeme vidět, že v metodě aproximace nám test založený na N -vzdá-
lenostech dává výrazně lepší výsledky než obálkový test, což je nejspíš dáno
skutečností, že obálkový test srovnává pouze průměry opěrných funkcí, takže
nemůže dostatečně podchytit zejména podobnosti různě orientovaných buněk
podobného tvaru. Nicméně i test založený na N -vzdálenostech vykazuje dost
nepřesností (ve smyslu vysokých p-hodnot). Významně vyšší přesnosti dosa-
hujeme v případě skeletů. Ty nejsou vázány na orientaci, takže obě varianty
testů (obálkový i založený na N -vzdálenostech) dávají podobnou přesnost,
která je zároveň nejvyšší ze všech uvedených metod.
Pro metodu komponent a sousedství jsme použili pouze test založený na

N -vzdálenostech, neboť testovacími charakteristikami nejsou přímo funkce,
nýbrž komponenty a příslušná sousedství, pro něž jsme nenalezli vhodnou
verzi obálkového testu. Zde z histogramů vidíme, že metoda velice špatně od-
lišuje shlukový proces od ostatních procesů, což je způsobeno jednak malým
množstvím komponent ve shlukovém procesu, jednak jednou velkou domi-
nantní komponentou v každé realizaci tohoto procesu, která významně ovlivní
hodnotu symetrické diference, čímž potlačí hodnoty symetrických diferencí
ostatních dvojic komponent jak v původních realizacích, tak v následných
permutacích.
Nakonec v tab. 2 uvádíme podíly p-hodnot menších nebo rovných 0,001,

0,01, 0,05 a 0,1, které nejsou z histogramů patrné, pro různé modely, je-
jichž realizace jsou si vizuálně nejpodobnější, jmenovitě pro boolský proces
a proces odpuzujících se komponent. Z ní naopak, v porovnání k předešlému,
vidíme, že při rozlišování těchto procesů je metoda komponent a sousedství
významně silnější než metoda aproximace. Nejsilnější metodou i zde zůstávají
skelety.
Závěrem bychom tedy mohli říct, že výběr vhodné metody závisí jednak

na účelu a jednak na vzhledu realizace. Záleží-li nám nejen na tvarech, ale i na
vzájemné poloze komponent v realizaci, je vhodné použít skelety. Zajímá-li
nás pouze tvar komponent, nabízí se aproximace nebo komponenty a soused-
ství, přičemž druhá jmenovaná metoda přesněji rozlišuje komponenty podob-
ných velikostí a první si lépe poradí v případě extrémně velikých komponent
či menšího počtu komponent v realizaci.

Poděkování

Podpořeno grantem GAČR 19-04412S.
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Tabulka 1: Přehled použití, výhod a nevýhod prezentovaných metod.

Použití

Aproximace Skeletony
Komponenty
a sousedství

rozlišuje realizace bere v úvahu jak rozlišuje realizace
zejména podle délky plochu realizací podle podobnosti
hranice vzhledem tak vzdálenosti komponent či
k velikosti a podle komponent jiných částí
tvaru hranice a jejich částí (dle aplikace)
komponent

Výhody

Aproximace Skeletony
Komponenty
a sousedství

jednoduchá interpretace vysoká přesnost flexibilita (lze uvažo-
testovacích funkcí při rozlišování vat různé, nejen

podobných realizací spojité komponenty)

AO AN SO SN K S KS

rychlejší přesnější rychlejší lehce rychlejší berou
než AN než AO než SN přesnější než S v úvahu

než SO a KS pozice
komponent

Nevýhody

Aproximace Skeletony
Komponenty
a sousedství

náhodná aproximace, málo intuitivní vyžaduje na vstupu
volba poloměru pokrý- interpretace, nutná velké množství
vání, vliv orientace volba vstupních komponent
buněk mozaiky parametrů

AO AN SO SN K S KS

nejméně málo přesná – lehce spíše vzhledem
přesná vzhledem vyšší nižší k K výrazně
ze všech k časové časová přesnost vyšší časová
metod náročnosti náročnost náročnost
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Obrázek 9: Histogramy p-hodnot pro srovnání boolského procesu s procesem
s odpuzujícímí se komponentami (vlevo), boolského se shlukovým procesem
(uprostřed) a shlukového procesu s procesem s odpuzujícímí se komponentami
(vpravo) metodami AO (první řádek), AN (druhý řádek), K (třetí řádek),
S (čtvrtý řádek), KS, SO and SN (stejné histogramy v pátém řádku).
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Tabulka 2: Procenta malých p-hodnot pro boolský proces
a proces odpuzujících se komponent.

Metoda ď 0,001 ď 0,01 ď 0,05 ď 0,1

AO 5% 5% 66% 76%

AN 50% 72% 87% 91%

SO 99% 100% 100% 100%

SN 100% 100% 100% 100%

K 67% 83% 95% 99%

KN 97% 100% 100% 100%

S 99% 100% 100% 100%
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ODHAD VARIANČNÍ MATICE
VE VYSOKÉ DIMENZI

COVARIANCE MATRIX ESTIMATION IN
HIGH-DIMENSIONAL PROBLEMS
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1,2Ústav informatiky AV ČR, Pod Vodárenskou věží 271/2, 182 07, Praha 8
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Abstrakt: V řadě statistických aplikací, kde je dimenze náhodného vek-
toru vysoká v porovnání s počtem dostupných měření, je velkým problémem
odhad varianční matice. Klasická výběrová varianční matice má v takovém
případě řadu nežádoucích vlastností, zejména nízkou hodnost a malou spo-
lehlivost odhadu jednotlivých prvků. Tento článek obsahuje přehled metod,
které se v tomto případě k odhadu varianční matice používají. Pozornost je
nejdříve věnována výpočetně jednoduchým metodám pracujícím po prvcích,
mezi které patří například metoda smrštění (shrinkage), posílení diagonály
(tapering) a další. Dále je uveden přehled složitějších přístupů, které pou-
žívají parametrické modely založené na různých dodatečných předpokladech
o vlastnostech náhodného vektoru, zejména normality, kovarianční staciona-
rity nebo markovské vlastnosti. Parametrické modely se používají jak k po-
pisu poklesu vlastních čísel, tak k přímému modelování varianční matice či
její inverze. Parametry příslušných modelů lze odhadovat standardními sta-
tistickými postupy.

Klíčová slova: varianční matice, odhad, vysoká dimenze, regularizace.

Abstract: In many statistical applications, where the dimension of a random
vector highly exceeds the number of available measurements, the estimation
of covariance matrix poses a challenge. The sample covariance matrix has sev-
eral undesirable properties in this case, specifically low rank and poor accu-
racy of estimation of its individual elements. This paper provides an overview
of methods that are used for covariance matrix estimation in high-dimensional
problems. First, we pay attention to computationally simple methods which
usually work element-wise, such as shrinkage, tapering, etc. Further, more
complex approaches are presented, which employ parametric models based
on additional assumptions about the properties of the random vector, es-
pecially normality, covariance stationarity and Markov property. Parametric
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models are used to describe the decay of eigenvalues or to model the covari-
ance matrix or its inverse. Parameters of the corresponding models can be
estimated by standard statistical techniques.

Keywords: covariance matrix, estimator, high-dimension, regularization.

1. Úvod

V tomto článku se budeme zabývat metodami odhadu varianční matice ná-
hodného vektoru X “ pX1, . . . , XpqJ délky p založenými na náhodném vý-
běru, jehož rozsah N je výrazně menší než p. Nejdůležitější aplikace těchto
metod se týkají vícedimenzionálních náhodných polí, zejména v prostorové
statistice, kdy například v každém z 500 000 (“ p) bodů třídimenzionální
mřížky o rozměrech 100 ˆ 100 ˆ 50 zjišťujeme hodnotu určité proměnné, za-
tímco dostupný náhodný výběr má rozsah v řádu desítek. Taková situace je
typická pro atmosférické vědy, kde stav atmosféry popisovaný numerickým
modelem má vysokou dimenzi, ale výpočetní náročnost modelu nedovoluje
pracovat s velkým počtem „scénářůÿ a tvořit náhodné výběry o velkém roz-
sahu, které by dobře popisovaly stochastické vlastnosti modelových polí.

Kromě prostorové statistiky se problém odhadování varianční matice v si-
tuaci malého výběru objevuje v mnoha dalších oborech, např. finančnictví,
genetice, lékařské statistice, epidemiologii nebo zpracování obrazu. Jednou
z typických úloh, kde odhad varianční matice hraje klíčovou roli, je začleňo-
vání aktuálních pozorování do dynamického systému (tzv. datová asimilace).

Metody odhadu uvedené v tomto článku jsou určeny zejména pro tuto
aplikaci, tak jak se používá ve vědách o atmosféře. Příslušné náhodné pole
pak obsahuje např. hodnoty různých meteorologických veličin. Při modelování
variančních matic vícerozměrných polí se obvykle body mřížky uspořádají do
vektoru, například u dvourozměrného pole se zkonstruuje vektor obsahující
postupně všechny sloupce matice mřížky. Vektor X v dalším textu obvykle
značí takto uspořádané náhodné pole. Pak je možné použít různé metody
odhadu včetně standardních, je však třeba vzít v úvahu speciální strukturu
varianční matice vyplývající z povahy původního problému.

V celém článku budeme předpokládat, že rozdělení vektoruX má konečné
druhé momenty a označíme varpXq ” Σ. Standardním odhadem varianční
matice Σ založeným na náhodném výběru X1, . . . ,XN je výběrová varianční
matice

S “
1

N ´ 1

N
ÿ

k“1

pXk ´ XqpXk ´ XqJ, (1)
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kde X “ 1
N

řN
k“1 Xk. V naší situaci malého počtu pozorování je to odhad ne-

kvalitní a trpí celou řadou nedostatků. Je-li rozdělení X spojité a p{N ă 1,
ale ne dostatečně blízké nule, je sice matice S skoro jistě invertibilní, ale
je obvykle špatně podmíněná, což mimo jiné znamená, že její inverze S´1

je nekvalitním odhadem matice Σ´1. V případě p ąą N má již matice S
nízkou hodnost a výpočet její inverze není vůbec možný. Odhad matice přes-
nosti Σ´1 je přitom v řadě situací klíčový. Ke špatné podmíněnosti matice S
se přidává jako další nežádoucí jev výskyt tzv. rušivých kovariancí (angl. spu-
rious covariances), což jsou nereálně vysoké odhady kovariancí vzniklé pouze
v důsledku malého rozsahu výběru.
V tomto článku se zaměříme na metody regularizace odhadu varianční

matice, kde regularizací rozumíme libovolnou techniku vedoucí k regulární
matici, která bude dobrým odhadem skutečné varianční matice. Metody re-
gularizace můžeme dělit na neparametrické a parametrické, dále rozlišovat
podle toho, zda probíhají v původním (fyzickém) prostoru nebo v transfor-
movaném prostoru (spektrálním, waveletovém), a konečně také podle toho,
zda je regularizována varianční matice nebo její inverze. Níže popsané nepa-
rametrické metody se často dají analogicky použít i po transformaci, proto je
v sekci 2. uvedeme jen ve fyzickém prostoru. V sekci 3. popíšeme různé para-
metrické modely založené na dodatečných předpokladech o struktuře odhado-
vané varianční matice, a to jak ve fyzickém prostoru, tak v transformovaném
prostoru a pro inverzní varianční matici.

2. Neparametrické metody

2.1. Odhad metodou smrštění (tzv. shrinkage odhad)

Je známo, že deficit v rozsahu výběru má za následek zkreslení struktury
vlastních čísel výběrové varianční matice v tom smyslu, že největší (nejmen-
ší) vlastní čísla jsou při odhadu nadhodnocena (podhodnocena). Celá řada
metod se zabývá korekcí tohoto fenoménu. Příkladem mohou být odhady
metodou smrštění, tzv. shrinkage odhady. Asi nejznámější z nich je lineární
shrinkage odhad definovaný v článku [16], který je dobře podmíněný a vede
ke zpřesnění odhadu varianční matice, aniž by se předpokládala jakákoliv
speciální struktura. Tento odhad je tvaru

S1 “ ρνI ` p1 ´ ρqS, (2)

kde 0 ă ρ ă 1 a ν ą 0. Výsledný odhad tedy vzniká smrštěním výběrové
varianční matice S k diagonální matici. V článku [16] se optimální odhad
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parametrů ρ, ν hledá prostřednictvím minimalizace střední kvadratické ztráty

min
ν,ρ

E }ρνI ` p1 ´ ρqS ´ Σ}
2
F ,

kde }A}F “
a

trpAAJq značí Frobeniovu normu matice A. Při výpočtu mi-
nimalizace se využije, že ES “ Σ. Autoři zjistili, že optimální koeficienty
lineární kombinace (2) jsou

ν “
1

p
trpΣq, ρ “

β2

α2 ` β2
“

β2

δ2
, (3)

kde

β2 “
1

p
E }S ´ Σ}

2
F , α2 “

1

p
}Σ ´ νI }

2
F , δ2 “

1

p
E }S ´ νI }

2
F ,

které bohužel závisejí na neznámé varianční matici Σ. V článku [16] lze ale
nalézt pro parametry ν, β, α a δ konzistentní odhady. Jejich dosazením
do (2), s využitím vztahu (3) pro ρ, pak získáme pozitivně definitní odhad
matice Σ.
Důvod, proč odhad (2) funguje dobře, lze nahlédnout z toho, že výběrová

vlastní čísla (tj. vlastní čísla výběrové varianční matice S) jsou více rozptý-
lena kolem svého průměru než skutečná vlastní čísla Σ. V [16] je dokázáno, že
použitím konvexní kombinace (2) dojde ke smrštění výběrových vlastních čí-
sel k jejich průměru, a tím k celkovému zlepšení odhadu. Myšlenka vylepšení
odhadu varianční matice prostřednictvím smrštění výběrových vlastních čísel
k jejich průměru je podrobněji popsána v přehledovém článku [18].
Vzorec (2) může mít obecnější tvar

S˚
1 “ ρT ` p1 ´ ρqS, (4)

kde T je cílová matice (tzv. target matrix ), která disponuje kýženými vlast-
nostmi varianční matice, jako je plná hodnost a pozitivní definitnost. Cílová
matice T se často volí diagonální.
Místo přímého odhadu koeficientu ρ ve vzorci (4), popř. (2), lze smrštění

dosáhnout také tak, že se dostupný náhodný výběr rozšíří o další simulovaná
pozorování, která se nagenerují z rozdělení s varianční maticí T . Z takto
vzniklého souboru se pak vypočte výběrová varianční matice (1). Tato pro-
cedura má podobný efekt jako smrštění původní výběrové varianční matice S
k cílové matici T . Konstrukce nových členů se odvíjí od předpokládaných sta-
tistických vlastností náhodného vektoru X.

27



Vědecké a odborné články

2.2. Posílení diagonály matice (tzv. tapering)

Efektivní a zároveň jednoduchý způsob jak potlačit rušivé kovariance ve vý-
běrové varianční matici je vynásobit S po prvcích řídkou pozitivně definitní
maticí M . Označíme-li výsledný odhad jako S2, pak

S2 “ S ˝ M, (5)

kde ˝ značí Schurův součin. Tato metoda bývá v anglické literatuře označo-
vána jako tapering (v [21] jako banding) a matice S2 jako tapered matrix.
Díky řídkosti matice M je řídká i matice S2, což přináší zejména v datové
asimilaci velké výpočetní výhody.
Je-liM pozitivně definitní matice, pak díky větě o Schurově součinu (např.

[10], str. 479, Věta 7.5.3) je zajištěno, že S2 bude také pozitivně definitní.
V kontextu datové asimilace byla regularizace kovariance pomocí Schu-

rova součinu navržena v [11] a [9] a vychází z principů modelování kovari-
ance náhodného pole pomocí kovarianční funkce. Nechť tedy X psq je spojité
náhodné pole definované na omezené doméně D Ă R3 pokrývající část at-
mosféry Země a X “ pX1, . . . , XpqJ představuje nějakou diskretizaci X , tj.
Xi “ X psiq, si P D. Funkce Cps, tq “ covpX psq,X ptqq se nazývá kovarianční
funkce pole X . Platí, že pro každou diskretizaci X je matice s prvky Cpsi, sjq

pozitivně semidefinitní a naopak, je-li pro libovolný výběr bodů si kovaria-
nční matice s prvky Cpsi, sjq pozitivně semidefinitní, definuje C kovarianční
funkci.
Matice M je v [11] konstruována tak, že je pozitivně definitní a její pi, jq-

tý prvek Mij je roven %p}si ´ sj}R3q, kde % : r0,8q Ñ r0, 1s je funkce s kom-
paktním nosičem a }¨}R3 je norma v prostoru R3. Jinými slovy, % je možné
ztotožnit s dobře definovanou korelační funkcí a (5) tedy modeluje kovari-
anci pole jako Schurův součin výběrové kovariance s korelační maticí danou
funkcí %. Zkonstruovat takovou funkci (zejména s kompaktním nosičem) je
netriviální problém, kterým se zabývá článek [8], z něhož je v [9] vzata funkce
% hladká a monotónně klesající k nule, konkrétně jde o polynom pátého řádu
[8, vztah (4.10)]. Graf tvarem připomíná pravou polovinu Gaussovy křivky,
která však nabývá nulové hodnoty v konečné vzdálenosti, což zajišťuje říd-
kost M .
Již pod názvem tapering se tato regularizační metoda objevuje v článku [7],

kde se maticeM určuje z minimalizace vzdálenosti měřené střední čtvercovou
chybou

MSEpS2q “ E }Σ ´ S2}
2
F “ E

`

tr
`

pΣ ´ S ˝ Mq2
˘˘

. (6)

Minimalizace by se měla provádět přes třídu pozitivně definitních matic M ,
což je výpočetně náročné. Toto omezení se proto ignoruje a výsledná ma-
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ticeM , pro jejíž prvky lze při daném Σ získat explicitní formuli, se dodatečně
převede na pozitivně definitní matici dalšími heuristickými postupy (např. se
v jejím spektrálním rozkladu ponechají pouze kladná vlastní čísla a ostatní
se položí rovna nějakému ε ą 0).
Druhou možností je pak v souladu s články [11] a [9] matici M parame-

trizovat pomocí validní kovarianční funkce, která bude popisovat dosah ko-
relací, a prostřednictvím minimalizace MSE odhadovat její parametry. Tam
je již pozitivní definitnost zaručena, řídkost ale zajištěna není, což dělá tuto
metodu poněkud méně výpočetně atraktivní.

2.3. Vynulování zanedbatelných prvků (tzv. tresholding)

Pro úplnost na závěr zmiňme metodu, pro niž se v anglické odborné literatuře
používá termín tresholding. Myšlenka vychází z toho, že vysokodimenzionální
varianční matice, které se vyskytují v praktických aplikacích, jsou obvykle
řídké, a obsahují tudíž mnoho nulových prvků. Vylepšený odhad, navržený
původně v [3], pak je

TtpSq ”
`

sij1r|sij |ěts : i, j “ 1, . . . , p
˘

, (7)

kde TtpSq značí operátor tresholdingu aplikovaný na výběrovou varianční ma-
tici a t ą 0 je zvolený práh, pod nímž již prvky pokládáme za zanedbatelné.
Autoři [3] doporučují t zvolit podle následujícího postupu: Výběr se náhodně

rozdělí na dvě části o velikostech N1 “ N
´

1 ´ 1
logN

¯

a N2 “ N
logN a vypoč-

tou se výběrové varianční matice SN1 a SN2 . Tento postup se opakuje K-krát
a t se zvolí tak, aby minimalizovalo

Rptq “
1

K

K
ÿ

k“1

}TtpSN1,kq ´ SN2,k}
2
F . (8)

Velkou předností metod jako tapering a tresholding je jednoduchá imple-
mentace. Nevýhodou však může být to, že pozitivní definitnost výsledku často
není zajištěna. Pro tresholding je v [3] alespoň ukázána stejnoměrná konzis-
tence v operátorové normě na množině řídkých matic, a to za podmínky, že
log p
N Ñ 0.

3. Parametrické metody

Pokud náhodný vektorXmá specifické vlastnosti, které se promítají do tvaru
jeho varianční matice, lze jejich zohledněním ve formě předpokladů odhad
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výrazně vylepšit. Například u meteorologických veličin je často možné před-
pokládat normalitu, kovarianční stacionaritu nebo prostorovou markovskou
vlastnost. Každá z těchto vlastností poskytuje možnost vylepšení odhadu va-
rianční matice pomocí specifického parametrického modelu, jehož parametry
lze odhadnout standardními statistickými metodami. Přesnost výsledného
odhadu a jeho kvalita, která se projeví v dalším použití (např. v datové asi-
milaci), se pak odvíjí od toho, jak realistické tyto dodatečné předpoklady
byly.
U parametrických metod je nezbytné vyhnout se příliš komplexním mo-

delům s velkým počtem parametrů. Proto řada přístupů využívá různé trans-
formace, které vedou k přibližné diagonalitě varianční matice v transformo-
vaném prostoru. Tím dochází k velké redukci počtu parametrů.

3.1. Regularizace ve spektrálním a waveletovém prostoru

Tento přístup je založen na reprezentaci vektoru X rozvojem

X “ EX `

p
ÿ

i“1

d
1{2
i ξivi, (9)

kde di jsou koeficienty, ξi jsou nezávislé náhodné veličiny s nulovou střední
hodnotou a jednotkovým rozptylem a vi jsou ortonormální vektory v Rp. Pro
varianční matici pak máme

Σ “ FDFJ, kde D “ diagpd1, . . . , dpq (10)

a matice F má ve sloupcích vektory vi. Je-li (10) spektrální rozklad varianční
matice, dostáváme známý rozklad do hlavních komponent (Karhunen-Loève).
Ve velké dimenzi je ale většina výběrových vlastních čísel nulová a odhad
teoretického rozvoje (9) je obtížný. Pro regularizaci se proto využívají vhodné
deterministicky dané báze (nebo obecněji i framy jako v případě waveletové
transformace).
Modelujeme-li pole X pomocí (9), můžeme matici Σ odhadnout prostřed-

nictvím odhadu diagonální matice D “ FJΣF . Pokud nepřijmeme žádné
další předpoklady, je možné podobně jako v předchozí sekci použít některou
neparametrickou metodu na výběrovou varianční matici S poleX převedenou
do spektrálního prostoru, tj. na FJSF . Tato matice přirozeně není přesně
diagonální, ale obsahuje (v praxi často malé) nenulové mimodiagonální členy.
Nejjednodušším způsobem regularizace odhadu je pak jejich zanedbání [13].
Jedná se vlastně o tapering spektrální varianční matice podle vzorce (5) pro
M “ I.
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Za předpokladu konkrétního rozdělení vektoru X lze diagonální prvky
tdiiu

p
i“1 spektrální varianční matice D odhadnout, například metodou maxi-

mální věrohodnosti založenou na náhodném výběru X1, . . . ,XN . V případě
normálního rozdělení dostáváme [25]

pdii “
1

N

N
ÿ

k“1

X2
ki, i “ 1, . . . , p, (11)

kde Xki značí i-tý prvek vektoru Xk, k “ 1, . . . , N .

3.1.1. Regularizace ve spektrálním prostoru Doposud jsme nepřed-
pokládali nic o výběru ortogonální matice F . Podle očekávání častou volbou
pro F bude Fourierova báze. V meteorologii podobně jako ve fyzice obecně
se často vyskytují děje difúzního typu a je přirozené, že se modely popisu-
jící difúzi úspěšně používají i pro popis stochastických vlastností některých
fyzikálních veličin. Tak se ukazuje souvislost mezi stacionaritou pole, Fou-
rierovou transformací a Laplaceovou rovnicí, a je možné založit na ní regu-
larizační techniky. Pokud např. můžeme považovat vektor X za pozorování
omezeného časového úseku kovariančně stacionárního procesu tXt, t P Zu pro
t “ 1, . . . , p, vede diskrétní Fourierova transformace vektoru X k přibližné
diagonalitě1 varianční matice v transformovaném prostoru [6], tj. můžeme
předpokládat model

Σ “ FDFJ, (12)

kde matice F provádí Fourierovu transformaci.
V meteorologických aplikacích vektor X často představuje diskretizaci

spojité omezené domény, tedy oblasti pokrývající část atmosféry Země, a in-
dex má význam souřadnice v prostoru. Předpokládejme pro jednoduchost, že
spojitou doménou je úsečka r0, 1s a vektor X délky p ji rozděluje na p ` 1
dílků délky h “ 1

p`1 . Nyní můžeme využít faktu, že matice F je tvořena
vlastními vektory diskrétního Laplaceova operátoru L : Rp Ñ Rp, který je
v jedné dimenzi identický s operátorem druhé derivace a lze ho reprezentovat
maticí

L “
1

h2

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´2 1 0 . . . 0
1 ´2 1 . . . 0

. . .
0 . . . 1 ´2 1
0 . . . 0 1 ´2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

. (13)

1Matice Σ je v transformovaném prostoru přesně diagonální pouze v případě, kdy je
proces tXt, t P Zu periodický s periodou p, tj. Xt “ Xt`p, @t P Z.
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Pak pro u “ pu1, . . . , upqJ P Rp je j-tá složka vektoru Lpuq ” Lu rovna

Lpuqj “
uj´1 ´ 2uj ` uj`1

h2
,

kde j “ 1, . . . , p. Pro body u0 a up`1 (ležící na krajích úsečky r0, 1s) se uvažují
různé okrajové podmínky. Definice (13) odpovídá tzv. Dirichletově okrajové
podmínce, při níž je u0 “ up`1 “ 0. Vlastní vektory vi mají v tomto případě
tvar

vi “

c

2

p ` 1

¨

˚

˚

˚

˚

˝

sin
`

1
p`1 iπ

˘

sin
`

2
p`1 iπ

˘

...
sin

`

p
p`1 iπ

˘

˛

‹

‹

‹

‹

‚

, i “ 1, . . . , p (14)

a dostáváme (jak je možno se přesvědčit) spektrální rozklad L “ FΛFJ, kde
Λ je diagonální matice s vlastními čísly

λi “ ´4pp ` 1q2 sin2
ˆ

π

2pp ` 1q
i

˙

, i “ 1, . . . , p (15)

na diagonále.
Máme tedy L “ FΛFJ a Σ “ FDFJ a je přirozené modelovat Σ

jako funkci Laplaceova operátoru. Je-li totiž L “ FΛFJ, pak pro spojitou
funkci f lze definovat matici fpLq pomocí spektrálního rozkladu FfpΛqFJ,
kde fpΛq “ diagpfpλ1q, fpλ2q, . . . , fpλpqq.
Vlastní čísla dii můžeme modelovat jako vhodnou funkci vlastních čísel

(15) Laplaceova operátoru, tj. dii “ fpλiq, i “ 1, . . . , p. Jelikož X představuje
diskretizaci spojitého náhodného pole X na kompaktní oblasti D, lze varian-
ční matici Σ pokládat za diskretizaci variančního operátoru C pole X . Za
předpokladu spojitosti kovarianční funkce covpX psq,X ptqq, s, t P D pole X
lze pomocí metod známých z numerické matematiky ukázat, že vlastní čísla
td11, . . . , dppu matice Σ konvergují pro p Ñ 8 k vlastním číslům variančního
operátoru C [2, 19]. Jelikož každý varianční operátor musí mít konečnou stopu
([14], Věta 2.1), musejí tdiiu

p
i“1 s rostoucím i rychle klesat k nule i pro p

konečné.
Předpokládejme tedy Σ “ FfpΛqFJ pro nějakou vhodnou f , a tudíž dii “

fpλiq. Kvůli požadavku na konečnost stopy varianční matice musí funkce f
pro λ Ñ ´8 rychle klesat k nule, neboť tλiu

p
i“1 je klesající posloupnost

záporných čísel.
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V praxi se užívá zejména polynomiální a exponenciální model:

dii “ cp´λiq
´α, α ą 1 (polynomiální model)

dii “ ceαλi (exponenciální model),

kde i “ 1, . . . , p. Koeficienty c, α jsou parametry daného modelu. To před-
stavuje v daném případě snížení počtu parametrů z p na 2, přesto i takto
jednoduchý model může být přijatelný. Za předpokladu konkrétního roz-
dělení X lze pak parametry odhadnout například metodou maximální věro-
hodnosti [25]. Použití takového modelu koriguje strukturu vlastních čísel po-
dobně jako shrinkage (viz začátek sekce 2.1.), vyhlazuje také průběh odhadů
pdii a tím přispívá k redukci šumu.
Náš příklad byl pouze ilustrativní. Zajímavé a hluboké vztahy mezi urči-

tým typem stochastické rovnice difúze, náhodnými poli s (prostorovou) mar-
kovskou vlastností a kovariancemi z tzv. Matérnovy třídy popisuje článek [15]
a též přehledný článek [23]. Použití těchto metod v praxi pak ilustruje [17].

3.1.2. Regularizace ve waveletovém prostoru Reprezentuje-li X ná-
hodný vektor či náhodné pole v prostoru jako je tomu u meteorologických
veličin, je zřejmé, že takové pole může mít jak charakteristiky vlnové povahy
tak i lokální vlastnosti vázané na umístění v prostoru. Fourierova transfor-
mace postihne frekvenční komponenty vektoru X, ale nezachytí lokální jevy.
Nacházíme zde podobně jako v řadě dalších aplikací určitou komplementaritu
spektrální a prostorové reprezentace.
Nástrojem ke „kompromisníÿ reprezentaci takového náhodného pole je

tzv. waveletová transformace [4], která je realizována podobně jako u Fourie-
rovy transformace rozvojem typu (9) a rozkladem varianční matice (10). Ma-
tice transformace se skládá z bázových funkcí, tvořených různě umístěnými
a škálovanými vlnkami (odtud název wavelets). Obecněji je možno v roz-
voji (9) použít místo ortonormální báze tzv. frame, který má některé vlast-
nosti báze, ale může mít i více než p členů. Různé volby framů pak dávají
waveletové reprezentace různých typů.
Po transformaci varianční matice do waveletového prostoru lze pak za-

nedbáním příslušných koeficientů vyřadit bázové funkce s nízkou vypoví-
dací schopností. Často je možné podobně jako u Fourierovy transformace
zanedbat mimodiagonální prvky transformované matice, což odpovídá lo-
kálnímu průměrování prostorových korelací [20]. Můžeme také předpokládat
vhodnou řídkou strukturu kovarianční matice ve waveletovém prostoru. Po
transformaci zpět do původního prostoru pak dostáváme varianční matici
očištěnou o šum.
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Reprezentace ve waveletovém prostoru často přináší dramatické snížení
dimenze problému. Koeficienty bázových funkcí lze pak odhadovat pomocí
vhodného parametrického nebo i semiparametrického modelu.

3.1.3. Využití dalších typů rozkladu varianční matice k jejímu od-
hadu Kromě spektrální a waveletové transformace lze ke konstrukci pozi-
tivně definitního odhadu varianční matice využít i jiné typy rozkladu. Jed-
noduchý rozklad

Σ “ BRB (16)

na matici směrodatných odchylek B a korelační matici R má velký prak-
tický význam, neboť oba faktory rozkladu jsou snadno interpretovatelné. To
umožňuje odhadovat B i R zvlášť, což může mít význam zejména v aplika-
cích, kde je jeden z těchto prvků důležitější.
Druhým typem rozkladu, který se při odhadování s úspěchem používá, je

Choleského rozklad
Σ “ CCJ, (17)

kde C je (pro pozitivně definitní Σ) jednoznačně daná dolní trojúhelníková
matice s pozitivními prvky na diagonále. V určitých případech může být
výhodnější modifikovaný Choleského rozklad

Σ “ LD2LJ, (18)

kde L “ CD´1 je dolní trojúhelníková matice a D2 je diagonální matice,
kterou lze opět modelovat zvlášť.
Při těchto typech odhadu lze s výhodou využít znalost (prostorových nebo

časových) vazeb mezi složkami vektoru X. Zafixováním veličin ve vhodném
pořadí lze totiž docílit pásové struktury Σ a následně řídkosti některých členů
ve zvoleném rozkladu.

3.2. Lineární model kovariance

Výše popsané metody nepředpokládaly žádnou speciální strukturu varianční
matice nebo její inverze a zabývaly se převážně regularizací výběrové ko-
varianční matice v původním nebo transformovaném prostoru. Alternativou
k těmto metodám je do jisté míry komplementární přístup, který vychází
ze znalosti speciální struktury varianční matice nebo její inverze. Taková
struktura může být dána prostorovými nebo i frekvenčními charakteristi-
kami výchozího náhodného pole. Často lze strukturu varianční matice dobře
postihnout lineárním modelem [1]

Σ “ α1U1 ` . . . ` αqUq, (19)
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kde Ui jsou známé, lineárně nezávislé (v prostoru matic), symetrické matice
a αi jsou neznámé parametry takové, že výsledná matice je pozitivně definitní.
Tento model je zcela obecný, neboť pro q “

ppp`1q

2 lze každou varianční matici
zapsat ve tvaru (19) s αij “ σij “ σji a maticemi Uij , které jsou nulové
až na jednotky na pozicích pi, jq a pj, iq. Teoreticky tak pokrývá libovolnou
odhadovací metodu pracující po prvcích, jako je např. tapering nebo banding.
Podrobnější přehled metod vycházejících z lineárního modelu lze najít v [21].
Parametry α “ pα1, . . . , αqqJ je možné odhadovat standardními statistic-

kými metodami, jejich použití ale značně komplikuje podmínka, že výsledná
lineární kombinace musí být pozitivně definitní matice. Nutné a postačující
podmínky pro existenci explicitního maximálně věrohodného odhadu jsou
k dispozici v článku [24]. K výpočtu řešení věrohodnostní rovnice je přitom
použita iterativní metoda navržená v [1].
Jednou z možností jak zajistit pozitivní definitnost odhadu je použít li-

neární model na logaritmus varianční matice

log Σ “ α1U1 ` . . . ` αqUq, (20)

kde Ui jsou opět známé matice, ale na αi nejsou kladeny žádné další poža-
davky. Nevýhodou tohoto přístupu je to, že log Σ nemá žádnou statistickou
interpretaci. Autoři [5] uvádějí maximálně věrohodný odhad pro parametry
modelu (20), a to včetně jeho asymptotických vlastností.

3.3. Regularizace v inverzním prostoru

Motivací pro regularizaci varianční matice skrze její inverzi, tzv. matici přes-
nosti, je fakt, že u normálně rozdělených vektorů X má inverze korelační
matice na pi, jq-tém místě prvek úměrný parciálnímu korelačnímu koeficientu
mezi Xi a Xj při vyloučení všech ostatních prvků.
Má-li tedy vektor X normální rozdělení, pak pi, jq-tý prvek matice přes-

nosti je nulový právě tehdy, když Xi a Xj jsou nezávislé podmíněně na všech
zbývajících prvcích [22]. Tento výsledek lze s výhodou využít u polí, která
jsou navíc tzv. prostorově markovská. Vektor X má prostorovou markovskou
vlastnost, pokud pro každé i “ 1, . . . , p je podmíněné rozdělení Xi závislé
pouze na bodech z jeho okolí. Na ostatních bodech (které jsou daným okolím
od bodu Xi odděleny) je Xi podmíněně nezávislé. Odtud vyplývá, že ma-
tice přesnosti gaussovského markovského pole je řídká pásová matice. Toho
je možno využít pro regularizaci. Obrázek 1 ilustruje nenulové prvky matice
přesnosti dvourozměrného markovského poleX, jehož každý bod závisí pouze
na 8 nejbližších sousedech.
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Obrázek 1: Matice přesnosti dvourozměrného markovského pole o rozměru
10ˆ10 bodů (body jsou uspořádány do sloupce), v němž každý bod závisí na
8 nejbližších sousedech. Vpravo je schéma bodu a jeho 8 nejbližších sousedů.

Metody použité v [15], [17] a [23], o kterých jsme se zmiňovali v odstavci
3.1.1. v souvislosti se stochastickou rovnicí difúze, se týkají gaussovských
polí s markovskou vlastností a spadají tedy svojí povahou do modelování
v inverzním prostoru. Níže uvedeme ještě další použitelné techniky.

3.3.1. Lineární model pro matici přesnosti Lineární model lze použít
jak pro varianční matici tak pro její inverzi, což je pro gaussovské markovské
pole velmi výhodné. Uvažujme model

Σ´1 “ β1A1 ` . . . ` βrAr, (21)

kde matice A1, . . . , Ar jsou známé řídké matice a β “ pβ1, . . . , βrqJ jsou
neznámé parametry. Vhodnou volbou pro matice A1, . . . , Ar mohou být opět
matice Aij , které mají na místě pi, jq a pj, iq jedničku a jinde nuly. Obdobně
je možno použít symetrické matice obsahující nenulové hodnoty pouze na
vybraných subdiagonálách, nebo jejich úsecích.
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Parametry β lze odhadnout například metodou maximální věrohodnosti
[27]. Výsledný odhad ale není dán explicitně a je výsledkem numerické maxi-
malizace věrohodnosti. Explicitní vzorec pro odhad parametrů (viz [26]) lze
získat metodou tzv. score-matchingu [12], která, stejně jako metoda maxi-
mální věrohodnosti, poskytuje za určitých předpokladů konzistentní odhad.

4. Závěr

Pokrok současné měřicí a výpočetní techniky vede často k situaci, kdy rozsah
naměřených či modelových dat je velký, ale možnost opakování experimentu
je velmi omezená. Problematika odhadu varianční matice na základě náhod-
ného výběru, jehož rozsah je malý v porovnání s dimenzí jednotlivých vek-
torů, se tak objevuje v mnoha statistických aplikacích. V tomto článku jsme
se zaměřili zejména na metody odhadu používané při datové asimilaci, pro
niž je kvalitní odhad varianční matice klíčovým prvkem ovlivňujícím kvalitu
následné predikce, například při numerické předpovědi počasí. Metody jsou
však vyvíjeny v souvislosti s mnoha dalšími obory, často souběžně v různých
vědeckých komunitách, a je zde řada otevřených problémů.
Výčet metod uvedených v tomto článku není jistě vyčerpávající, ale dou-

fáme, že představuje přehled základních přístupů a směrů výzkumu v dané
oblasti.
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1. Úvodem pár vzpomínek

Mé první vzpomínky na práci s náhodností spadají pod Sinclair BASIC na
základní škole, kdy jsme např. volili den v týdnu jako jedno z čísel 1 až 7 a dál
s tím pracovali. Pár let poté jsem podobné příklady procvičoval v QBASICu
s otevřenou knihou Sbírka úloh z programování od manželů Töpferových.
V průběhu času se člověk dostal k fyzice a šumu u televizí až ke kosmickému
záření.

Zaujala mě práce Norberta Wienera, nejen jeho aplikace zpětné vazby, ale
i práce nad Brownovým pohybem. To jsou ty známé základoškolské fyzikální
pokusy vhození hypermanganu do vody. Dnes je bílý šum (angl. white no-
ise) brán vážně ve všech významnějších oblastech přírodovědeckého bádání,
včetně ekonomie, informatiky, statistiky a geometrie.
Z poslední doby se mi do ruky dostala kniha Davida Johnstona Random

Number Generators—Principles and Practices z roku 2018, kde se to hemží
kódy v C a Pythonu. Dle MSC2020 bychom naši článkovou rešerši začali asi
v oblastech 60H40 (White noise theory), 65Cxx (Probabilistic methods. . . )
či 11K45 (Pseudo-random numbers; Monte Carlo methods).

2. PF aneb Základ černobíle

Na první ukázce, písmenku P, vidíme typickou situaci užití pseudonáhodných
čísel ve 2D (angl. pseudo-random numbers). Bez ohledu na kvalitu statistic-
kých vlastností to není po vizuální stránce příjemné. Jsou tam prázdná oka,
kruhy se mohou překrývat. K testování lze doporučit www.random.org. Zde
je ukázka přes TikZ.

\documentclass{standalone}
\usepackage{tikz}
\tikzset{inner sep=0pt, outer sep=0pt}
\begin{document}
\begin{tikzpicture}
\foreach \x in {1,...,900} {
\pgfmathparse{rnd*100} \let\malx=\pgfmathresult
\pgfmathparse{rnd*100} \let\maly=\pgfmathresult
\node[xshift=\malx mm, yshift=\maly mm, circle, fill, minimum width=1mm]{};

} % end of \foreach \x
\end{tikzpicture}
\end{document}
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Druhou stranou mince by byla dokonalá mřížka z bodů. Spojení obou
nápadů vzniká stratifikovaný výběr (angl. supersampling či jittered grid).
Prvně si plochu rozdělíme na menší čtverce a v každém volíme po jednom
bodu. Chceme-li bodů víc, zjemníme mřížku. Dostáváme písmenko F . Vizu-
álně je to lepší, ale stále tam jsou místy body u sebe a občas řeky. To vadí
především typografům z čteného textu odstavců. U mřížky se mohou objekty
překrývat. Opět vzorek přes TikZ.

\documentclass{standalone}
\usepackage{tikz} \tikzset{inner sep=0pt, outer sep=0pt}
\begin{document}
\begin{tikzpicture}
\draw[step=3.3333mm] (0,0) grid (100mm,100mm);
\foreach \x in {1,...,30} {
\foreach \y in {1,...,30} {
\pgfmathparse{3.3333*(rnd-1+\x)} \let\malx=\pgfmathresult
\pgfmathparse{3.3333*(rnd-1+\y)} \let\maly=\pgfmathresult
\node[xshift=\malx mm, yshift=\maly mm, circle, fill, minimum
width=1mm]{};

} % end of \foreach \y
} % end of \foreach \x
\end{tikzpicture}
\end{document}

3. 2021 aneb Přes stupně šedi do barvy

Grafici šli dál.

3.1. Robert Bridson

Jason Davies (zde, je znám hlavně díky mrakům slov) či Mike Bostock (zde,
zakladatel serverů bl.ocks.org a observablehq.com) představují Bridsonův
algoritmus (2007) generování bodů s geometrickým vztahem, že žádný nový
bod nesmí být blíž než určená vzdálenost (angl. Poisson-disc sampling). Nelze
již mluvit o pokusu náhodného generování, neb existuje mezi body vztah.
Vizuálně je to pro lidské oko příjemné. Ukázka je v první číslici 2. Davies
vykresluje body přes canvas HTML5, Bostock do svg přes D3js.
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Ze středů lze snadno získat Voronoi diagram.

Zobecnění přináší algoritmus Mitchell’s best-candidate, kdy se generuje
sada k bodů a vybírá se z nich jen jeden, takový, který je nevzdálenější vůči
všem ostatním. To dává možnost např. volit různý poloměr kruhů (číslice 0).

Zájemci mohou nahlédnout na mé starší pokusy přes Lua, byť tedy užité
algoritmy jsou pomalé.

3.2. Ken Perlin

Mezník představuje Perlinův šum (angl. Perlin noise) z roku 1983 (příspěvek
Kena Perlina z roku 1985 se jmenuje An Image Synthesizer), kdy dochází
k interpolaci mezi body. Tím lze snadno vytvářet šum ve 2D a 3D, se zahr-
nutím času či barvy i ve vyšších rozměrech. Zde je typická ukázka, vypadá
to jak výškový model (angl. DEM) známý z geografických inf. systémů.

Za pozornost stojí i článek Ken Perlin a Fabrice Neyret: Flow Noise. Po-
dobné výsledky dostáváme pomocí algoritmu Simplex noise a volně dostupné
varianty OpenSimplex noise. Zde jsou dostupné implementace v Javě, Ja-
vaScriptu a nezapomínejme na Rust. Zaujal mě článek Recursive Wang Tiles
for Real-Time Blue Noise. Pro studenty lze doporučit na YouTube kanál The
Coding Train Daniela Shiffmana v jeho oblíbeném nástroji p5js a jeho knihu
The Nature of Code.
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Druhá cifra 2 vznikla v JavaScriptu v balíčku simplex-noise přes npm.

3.3. Steven Worley

Další skok přichází v roce 1996, kdy Steven Worley na konferenci představuje
tvorbu procedurální textury.

Zde jsou ukázky z jeho článku A cellular texture basis function.

Poslední cifra, 1, je z examples/texturegranite.rs z knihovny noise
v0.6.0 na crates.io, konkrétně soubor texture granite planar.png. Zís-
káváme malbu skoro jako od Jacksona Pollocka.
Po instalaci:

$ curl --proto ’=https’ --tlsv1.2 -sSf https://sh.rustup.rs | sh
$ echo "export PATH=$HOME/.cargo/bin:$PATH" >>~/.bashrc
$ source $HOME/.cargo/env
$ git clone https://github.com/Razaekel/noise-rs.git
$ cd noise-rs
$ cargo build

jsem spouštěl cargo run --example texturegranite.

44



Informační Bulletin České statistické společnosti, 4/2020

Vážnějším zájemcům doporučuji knihu Patricio Gonzales Vivo a Jen Lowe:
The Book of Shaders se zvýrazněnými ukázkami. Kniha vzniká od roku 2015
a je stále v přípravě a ve vývoji v OpenGL ES. Vážným zájemcům pak do-
poručuji knihy Ebert, Musgrave, Peachey, Perlin a Worley: Texturing and
Modeling: A Procedural Approach, 3. vyd. z roku 2002 a z roku 2017 Tanya
X. Short a Tarn Adams: Procedural Generation in Game Design.

4. Koule na místo vykřičníku

Rust má v ukázkách příklad vzniku textury pasovanou na kouli. Je to před-
chozí kód, další vygenerovaný soubor texture granite sphere.png ve složce
example images. Rovnovnoměrné rozdělení bodů na kouli je známý a vy-
řešený problém, viz MathWorld. Jason Davies srovnává intuitivní řešení ve
sférické soustavě souřadnic (vlevo), řešení s korekcí (uprostřed) a aplikovaný
Mitchellův algoritmus výběru nejlepšího kandidáta (koule vpravo). Charak-
teristikami se dostáváme na hranici modrého šumu.

5. ČStS aneb Vzorky pomocí procedurálních textur

Situace se komplikuje, pokud zvolíme obecný 3D objekt.
Existuje řada programů, které umí pracovat s texturami. Mezi nejvý-

raznější svobodné programy patří Blender (zkr. BS). Ten je mezi námi už od
roku 1988, jen o 10 let mladší než TEX (1978) a o 5 let starší než R (1993).
Některé postupy jsou vlastní, některé inspirované jinými programy na 3D
grafiku. Jednou z inspirací byl program Filter Forge, kde se užívá jazyk Lua.
Za pozornost dávám knihu Richarda Egdahla Texture Magic: Procedural

Textures for Blender Cycles, kterou považuji za představitele Blenderu do
verze 2.79b. Důležité je, že Blender je specialista na 3D a položení textur na
libovolné 3D objekty je přirozený krok grafiků.
Blender má nadstavbu Sverchok (zkr. SV, rusky сверчок) na paramet-

ricky definované 3D objekty. Příchod nadstavby Animation Nodes (zkr. AN)
znamená mezník u animování s následnou možností úpravy textů.
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Blender udělal obří skok od verze 2.80 s tahem k nástroji Everything
Nodes, kdy přes grafické rozhraní (angl. shader nodes) by měly být dostupné
téměř všechny nástroje Blenderu, speciálně systém částic.
Lze doporučit YouTube kanál LiveNoding od Jimma Gunawaneho.
Znaky v ČStS jsou vytvořené v Blenderu za pomocí procedurálních textur

a vyrenderovány jako rastrové obrázky: Č přes White Noise Texture, S přes
Noise Texture, t přes Musgrave Texture a S pomocí Voronoi Texture.

6. Kompletace novoročenky místo Závěru

Pro TEXisty bude zajímavá první část. Přes TikZ vkládám pozadí dovnitř
znaků. Zde je minimální ukázka „Ahoj světe!ÿ bez a s vyříznutím. Dávám na
sebe pozadí velkých slov, malá slova a obrys velkých znaků.

\documentclass{article}
\pagestyle{empty}
\usepackage{tikz}
\begin{document}
\def\ukaz#1#2#3#4{%
\begin{tikzpicture}[text height=2ex, text depth=1ex]
\node{\Huge\bfseries\sffamily
\pgfsetstrokecolor{black}\pgfsetfillcolor{yellow}%
\pdfextension literal {#1 Tr}%
\makebox[0pt][l]{#2}%
\makebox[0pt][l]{\large
\pdfextension literal {#3 Tr}%
\tikz[trim left, baseline=0mm]
\tikz{\node[xshift=7mm, yshift=1.5mm, text height=2ex, text
depth=1ex]{\color{black}#4};
};% end of \tikz

}% end of \makebox
\pdfextension literal {1 Tr 0.4 w}%
\makebox[0pt][l]{#2}%
};% end of \node

\end{tikzpicture}%
}% end of \ukaz
\ukaz{1}{Ahoj}{0}{světe!}\kern2cm \ukaz{1}{světe!}{0}{Ahoj}\kern28mm
\ukaz{6}{Ahoj}{0}{světe!}\kern2cm \ukaz{6}{světe!}{0}{Ahoj}
\end{document}

Ahojsvěte!Ahoj světe!Ahojsvěte! Ahojsvěte!Ahoj světe!Ahojsvěte!
[. . . ] but with Perlin noise I may pick numbers like this: 2, 3, 4, 3, 4, 5,

6, 5, 4, 5, 6, 7 [. . . ]
Daniel Shiffman @ Perlin Noise and Flow Fields

www.youtube.com/watch?v=sor1nwNIP9A
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VYHLÁŠENÍ SOUTĚŽE:
DATA ANALYSIS COMPETITION 2021

ANNOUNCEMENT:
DATA ANALYSIS COMPETITION 2021

Zdeněk Hlávka
E-mail : dac.iasc@email.cz

The International Association for Statistical Computing (IASC) announces
the Data Analysis Competition 2021.
IASC is an Association of the International Statistical Institute (ISI)

whose objectives are to promote the theory, methods, and practice of statis-
tical computing and to foster interest and knowledge in effective and efficient
statistical computing through international contacts among researchers and
professionals in statistics, computer science, and related areas at universities,
organizations, institutions, governments, and the general public in different
countries of the world, to convert data into information and knowledge.
For the 2021 Data Competition, winners will be invited to present their

work at the Data Science, Statistics, and Visualisation Conference
(DSSV-2021) to be held at Erasmus University, Rotterdam (July 7–9,
2021) or at some other event organized by IASC (see https://iasc-isi.
org/events-all/), depending on the current COVID-19 situation. The win-
ners will also be invited to submit a manuscript for possible publication
(following peer review) to IASC’s Journal of Data Science, Statistics,
and Visualisation (see https://jdssv.org). In addition, IASC will spon-
sor participation at the virtual 63rd ISI World Statistics Congress
(July 12–16, 2021) and one year IASC membership to all authors of
submissions selected by the Committee on Data Analysis Competition; see
https://iasc-isi.org/become-a-member/ for an overview of IASC mem-
bership benefits.
The theme of the 2021 competition is around the analysis of quality-of-

life related data and the submission should clearly describe the significance
of your findings either for individuals or for the society. The primary data
set may come from one or more databases but connecting information from
different databases may help to obtain interesting and original conclusions.
There are currently many sources related to the spread of COVID-19,

allowing to investigate topics like social inequalities in post-COVID-19 world
or to compare effects of governments’ actions, but we encourage you to in-
vestigate also any other quality-of-life related issues (health, education, envi-
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ronment, social inequalities, etc.) In your analysis, you may concentrate on
individuals, a single region (e.g., your own country), a continent or even the
entire world.
Your entry must be submitted as a poster in PDF format and

you must clearly specify the source of your data, i.e., by listing the relevant
URLs and the steps required to obtain the data.
The competition is open to everyone who is interested in presenting their

poster at WSC 2021. You are allowed to work individually or in a small
group of up to five participants on your poster. Posters will be judged ac-
cording to these criteria:

1. Appropriateness of analysis.

2. Novelty of approaches used in the analysis.

3. Clarity of objectives, approaches, data management, displays, and
results.

4. Significance of findings.

5. Generalizability of approaches to data sets in other areas.

6. Overall quality of poster.

Not all posters are expected to meet all criteria to the same degree. Your
poster may contain links to databases, computer programs, animations, and
other external sources and it may (but need not) be accompanied by a short
description (maximum five pages). All materials must be submitted in PDF
format.
Updates and results of previous editions of the Data Analysis Competition

may be found at https://iasc-isi.org/data-analysis-competition/.

Deadline for submission
Final submissions (PDF) are due on 30th April 2021.
Submit to: dac.iasc@email.cz.

Further information
For all inquiries contact:
Associate Professor Zdeněk Hlávka: dac.iasc@email.cz.

Zdeněk Hlávka Jürgen Symanzik
Chairman of the Organizing Committee President of the IASC
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NEDÁVNO VYDANÉ KNIHY

RECENTLY PUBLISHED BOOKS

Redakce časopisu

Nakladatelství VŠE Oeconomica začátkem září 2020 vydalo v elektronické
podobě dvoudílná skripta dostupná zdarma R snadno a rychle od česko-
-slovenského autorského tandemu Jakub Danko a Karel Šafr. Naprostý za-
čátečník se v nich může na pracovní úrovni seznámit se základy jazyka R,
vizualizací dat a programováním.
První učební text je věnován základům programování v jazyku R se za-

měřením na studenty kvantitativních oborů nejen Fakulty informatiky a sta-
tistiky. Publikace využitelná též pro všechny zájemce o analýzu dat v soft-
waru R. Učební text zahrnuje základy samotného programovacího jazyka,
zpracování a přípravu dat pro statistické zpracování, aplikaci základních i po-
kročilých statistických metod v R a taktéž prezentaci a vizualizaci výstupů.
V druhé publikaci autoři vysvětlují problematiku od instalace pro-

gramu až po využití pokročilých nástrojů pro analýzu dat. Kniha je určena
všem zájemcům o program od začátečníků po středně pokročilé uživatele.
Publikace jsou ke stažení a více informací hledejte na webu nakladatelství

Oeconomica:

https://oeconomica.vse.cz/publikace/r-snadno-a-rychle-1

https://oeconomica.vse.cz/publikace/r-snadno-a-rychle-2
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„ „ „

Dobrá zpráva pro příznivce tvorby Zdeňka Fabiána, mj. autora hitu Járo, viz
statspol.cz/konference/robust/robust-pisen-jaro/. V nedávné době
vyšly dvě jeho nové e-knihy. Knihy jsou nabízeny za Baťovské ceny v četných
internetových knihkupectvích. Připomínáme také, že k dostání, tentokrát jak
v tištěné podobě (Luxor), tak jako e-kniha (např. Alza) je i Zdeňkova knížka
Úlety Matěje Broučka, vydaná v roce 2018.
V pondělí nám praskla osička. Nečekané zrození písničkáře na ved-

lejší úvazek, humorné písničky z doby normalizace i písničky z doby dnešní,
s doprovodnými povídkami a pohádkou vyprávěnou jazykem Rudého práva.
Zápalky nepatří do rukou zvířat. Humorné vyprávění o autorově

dětské vášni sbírání krabiček od sirek, kterými jsou dále ilustrovány činy
a názory zvířátek z doby normalizace i z té dnešní, které se provizorně říká
porevoluční, a která jistě časem dostane trefnější jméno.
Úlety Matěje Broučka. Autor, skryt za pseudonymem RNDr. Matěj

Brouček, listuje, řečeno s Šimkem a Grossmannem, ve svém brožovaném ži-
votě. Podobně jako slavný jmenovec, i on je cestovatelem. Autor jej vysílá do
nepříliš exotických destinací, které jen trochu zcestovatelý čtenář jistě zná,
a to ne proto, aby objevoval nové demografické, geologické, geografické, etno-
grafické, pornografické či kulturní výdobytky, ale aby se porval s drobnými
lapáliemi, které mohou číhat na služebních cestách, vědeckých konferencích,
na dovolené nebo třeba na vojenském cvičení či v lázních. A taky že číhaly.
Zatímco příhody Matějova předskokana popisované panem Čechem jsou od
A do Z vyfabulované, procento pravdivosti příhod v této knížce je 100 ´ ε,
kde ε je číslo menší než malé.
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