
Z
pr
áv
y
a
in
fo
rm
ac
e

„
„

„

D
ob
rá
zp
rá
va
pr
o
př
íz
ni
vc
e
tv
or
by
Z
de
ňk
a
F
ab
iá
na
,m
j.
au
to
ra
hi
tu
J
ár
o,
vi
z

s
t
a
t
s
p
o
l
.
c
z
/
k
o
n
f
e
r
e
n
c
e
/
r
o
b
u
s
t
/
r
o
b
u
s
t
-
p
i
s
e
n
-
j
a
r
o
/
.
V
ne
dá
vn
é
do
b
ě

vy
šl
y
dv
ě
je
ho
no
vé
e-
kn
ih
y.
K
ni
hy
js
ou
na
bí
ze
ny
za
B
ať
ov
sk
é
ce
ny
v
če
tn
ýc
h

in
te
rn
et
ov
ýc
h
kn
ih
ku
p
ec
tv
íc
h.
P
ři
p
om
ín
ám
e
ta
ké
,ž
e
k
do
st
án
í,
te
nt
ok
rá
t
ja
k

v
ti
št
ěn
é
p
od
ob
ě
(L
ux
or
),
ta
k
ja
ko
e-
kn
ih
a
(n
ap
ř.
A
lz
a)
je
i
Z
de
ňk
ov
a
kn
íž
ka

Ú
le
ty
M
at
ěj
e
B
ro
uč
ka
,
vy
da
ná
v
ro
ce
20
18
.

V
p
on
d
ěl
í
n
ám
p
ra
sk
la
os
ič
ka
.
N
eč
ek
an
é
zr
oz
en
í
pí
sn
ič
ká
ře
na
ve
d-

le
jš
í
úv
az
ek
,
hu
m
or
né
pí
sn
ič
ky
z
do
by
no
rm
al
iz
ac
e
i
pí
sn
ič
ky
z
do
by
dn
eš
ní
,

s
do
pr
ov
od
ný
m
i
p
ov
íd
ka
m
i
a
p
oh
ád
ko
u
vy
pr
áv
ěn
ou
ja
zy
ke
m
R
ud
éh
o
pr
áv
a.

Z
áp
al
k
y
n
ep
at
ří
d
o
ru
ko
u
zv
íř
at
.
H
um
or
né
vy
pr
áv
ěn
í
o
au
to
ro
vě

dě
ts
ké
vá
šn
i
sb
ír
án
í
kr
ab
ič
ek
od
si
re
k,
kt
er
ým
i
js
ou
dá
le
ilu
st
ro
vá
ny
či
ny

a
ná
zo
ry
zv
íř
át
ek
z
do
by
no
rm
al
iz
ac
e
i
z
té
dn
eš
ní
,
kt
er
é
se
pr
ov
iz
or
ně
ří
ká

p
or
ev
ol
uč
ní
,
a
kt
er
á
ji
st
ě
ča
se
m
do
st
an
e
tr
ef
ně
jš
í
jm
én
o.

Ú
le
ty
M
at
ěj
e
B
ro
u
čk
a.
A
ut
or
,
sk
ry
t
za
ps
eu
do
ny
m
em
R
N
D
r.
M
at
ěj

B
ro
uč
ek
,
lis
tu
je
,
ře
če
no
s
Ši
m
ke
m
a
G
ro
ss
m
an
ne
m
,
ve
sv
ém
br
ož
ov
an
ém
ži
-

vo
tě
.
P
od
ob
ně
ja
ko
sl
av
ný
jm
en
ov
ec
,
i
on
je
ce
st
ov
at
el
em
.
A
ut
or
je
j
vy
sí
lá
do

ne
př
íli
š
ex
ot
ic
ký
ch
de
st
in
ac
í,
kt
er
é
je
n
tr
oc
hu
zc
es
to
va
te
lý
čt
en
ář
ji
st
ě
zn
á,

a
to
ne
pr
ot
o,
ab
y
ob
je
vo
va
l
no
vé
de
m
og
ra
fic
ké
,
ge
ol
og
ic
ké
,
ge
og
ra
fic
ké
,
et
no
-

gr
afi
ck
é,
p
or
no
gr
afi
ck
é
či
ku
lt
ur
ní
vý
do
by
tk
y,
al
e
ab
y
se
p
or
va
l
s
dr
ob
ný
m
i

la
pá
lie
m
i,
kt
er
é
m
oh
ou
čí
ha
t
na
sl
už
eb
ní
ch
ce
st
ác
h,
vě
de
ck
ýc
h
ko
nf
er
en
cí
ch
,

na
do
vo
le
né
ne
b
o
tř
eb
a
na
vo
je
ns
ké
m
cv
ič
en
í
či
v
lá
zn
íc
h.
A
ta
ky
že
čí
ha
ly
.

Z
at
ím
co
př
íh
od
y
M
at
ěj
ov
a
př
ed
sk
ok
an
a
p
op
is
ov
an
é
pa
ne
m
Č
ec
he
m
js
ou
od

A
do
Z
vy
fa
bu
lo
va
né
,
pr
oc
en
to
pr
av
di
vo
st
i
př
íh
od
v
té
to
kn
íž
ce
je

10
0

´
ε,

kd
e
ε
je
čí
sl
o
m
en
ší
ne
ž
m
al
é.
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ač
ní
B
ul
le
ti
n
Č
es
ké
st
at
is
ti
ck
é
sp
ol
eč
no
st
i,
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20
20

R
O
Z
L
IŠ
O
V
Á
N
Í
R
E
A
L
IZ
A
C
Í
N
Á
H
O
D
N
Ý
C
H
M
N
O
Ž
IN

D
IS
T
IN
G
U
IS
H
IN
G
B
E
T
W
E
E
N
R
E
A
L
IS
A
T
IO
N
S
O
F

R
A
N
D
O
M
S
E
T
S

K
at
eř
in
a
H
el
is
ov
á1
,
J
ak
u
b
S
ta
n
ěk

2

A
dr
es
a
:
1
F
E
L
Č
V
U
T
v
P
ra
ze
,
T
ec
hn
ic
ká
2,
16
6
27
P
ra
ha
6;

2
M
F
F
U
K
,
So
-

ko
lo
vs
ká
83
,
18
6
75
P
ra
ha
8

E
-m
ai
l:
h
e
l
i
s
k
a
t
@
f
e
l
.
c
v
u
t
.
c
z
,
s
t
a
n
e
k
j
@
k
a
r
l
i
n
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z

A
b
st
ra
k
t:
Č
lá
ne
k
je
př
eh
le
de
m
do
su
d
zk
ou
m
an
ýc
h
a
pu
bl
ik
ov
an
ýc
h
m
et
od

ro
zl
iš
ov
án
í
dv
ou
re
al
iz
ac
í
ná
ho
dn
ýc
h
m
no
ži
n
ve
sm
ys
lu
ro
zh
od
nu
tí
,
zd
a
js
ou

si
re
al
iz
ac
e
(n
e)
p
od
ob
né
sv
ým
iz
ák
la
dn
ím
ir
ys
y.
M
et
od
y
se
za
m
ěř
uj
ín
a
rů
zn
á

p
oj
et
í
p
od
ob
no
st
i
re
al
iz
ac
í,
př
ič
em
ž
vš
ec
hn
y
js
ou
za
lo
že
né
na
dv
ou
ná
ho
d-

ný
ch
vý
b
ěr
ec
h
fu
nk
cí
–
p
o
je
dn
om
z
ka
žd
é
re
al
iz
ac
e
–
p
op
is
uj
íc
íc
h
sp
ec
ifi
ck
é

ry
sy
ko
m
p
on
en
t.
Sh
od
a
pr
av
dě
p
od
ob
no
st
ní
ch
ro
zd
ěl
en
í
tě
ch
to
fu
nk
cí
je
pa
k

te
st
ov
án
a
a
re
al
iz
ac
e
js
ou
p
ov
až
ov
án
y
za
p
od
ob
né
,
je
st
liž
e
sh
od
a
ne
ní
za
m
ít
-

nu
ta
.M
et
od
y
js
ou
zd
e
st
ru
čn
ě
p
op
sá
ny
a
nu
m
er
ic
ky
ilu
st
ro
vá
ny
na
si
m
ul
ač
ní

st
ud
ii.
N
a
zá
vě
r
je
pa
k
uv
ed
en
o
sr
ov
ná
ní
vý
ho
d
a
ne
vý
ho
d
je
dn
ot
liv
ýc
h
m
e-

to
d.
K
lí
čo
vá
sl
ov
a:
M
or
fo
lo
gi
ck
ý
sk
el
et
,
N
-v
zd
ál
en
os
t,
ná
ho
dn
á
m
no
ži
na
,
ob
ál
-

ko
vý
te
st
,
op
ěr
ná
fu
nk
ce
,
p
od
ob
no
st
,
re
al
iz
ac
e,
so
us
ed
st
ví
ko
m
p
on
en
ty
,
sp
o-

ji
tá
ko
m
p
on
en
ta
.

A
b
st
ra
ct
:T
he
pa
p
er
co
nc
er
ns
an
ov
er
vi
ew
of
re
ce
nt
ly
de
ve
lo
p
ed
m
et
ho
ds
fo
r

co
m
pa
ri
ng
tw
o
re
al
is
at
io
ns
of
ra
nd
om
se
ts
in
th
e
se
ns
e
of
de
ci
di
ng
w
he
th
er
th
e

ba
si
c
fe
at
ur
es
of
th
e
re
al
is
at
io
ns
ar
e
(d
is
)s
im
ila
r.
T
he
m
et
ho
ds
co
nc
er
n
di
ff
er
-

en
t
de
fin
it
io
ns
of
si
m
ila
ri
ty
w
hi
le
al
lo
ft
he
m
ar
e
ba
se
d
on
de
ri
vi
ng
a
sa
m
pl
e
of

fu
nc
ti
on
s
fr
om
ea
ch
re
al
is
at
io
n,
w
hi
ch
de
sc
ri
b
e
th
e
sh
ap
es
or
ev
en
th
e
m
ut
ua
l

p
os
it
io
ns
of
th
e
re
al
is
at
io
n
co
m
p
on
en
ts
.
T
he
eq
ua
lit
y
of
pr
ob
ab
ili
ty
di
st
ri
bu
-

ti
on
s
of
th
e
fu
nc
ti
on
s
is
th
en
te
st
ed
,
an
d
th
e
re
al
is
at
io
ns
ar
e
co
ns
id
er
ed
to

b
e
si
m
ila
r
if
th
e
eg
ua
lit
y
is
ac
ce
pt
ed
.
T
he
m
et
ho
ds
ar
e
br
ie
fly
de
sc
ri
b
ed
,

th
ei
r
ad
va
nt
ag
es
an
d
di
sa
dv
an
ta
ge
s
ar
e
m
en
ti
on
ed
,
an
d
th
e
co
nc
lu
si
on
s
ar
e

ju
st
ifi
ed
by
a
si
m
ul
at
io
n
st
ud
y.

K
ey
w
or
d
s:
M
or
ph
ol
og
ic
al
sk
el
et
on
,N
-d
is
ta
nc
e,
R
an
do
m
se
t,
E
nv
el
op
e
te
st
,

Su
pp
or
t
fu
nc
ti
on
,
Si
m
ila
ri
ty
,
R
ea
lis
at
io
n,
N
ei
gh
b
or
ho
od
,
C
on
ne
ct
ed
co
m
p
o-

ne
nt
.

1.
Ú
vo
d

R
ea
liz
ac
i
ná
ho
dn
é
m
no
ži
ny
si
m
ůž
em
e
př
ed
st
av
it
ja
ko
ge
om
et
ri
ck
é
zn
áz
or
-

ně
ní
ob
je
kt
u,
je
ho
ž
tv
ar
je
vý
sl
ed
ke
m
ně
ja
ké
ho
ná
ho
dn
éh
o
pr
oc
es
u.
T
ak
ov
ým
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H
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B
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K
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R
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isu

N
akladatelství

V
ŠE
O
econom

ica
začátkem

září
2020

vydalo
v
elektronické

p
odob

ě
dvoudílná

skripta
dostupná

zdarm
a
R
sn
ad
n
o
a
ry
ch
le
od
česko-

-slovenského
autorského

tandem
u
Jakub

D
anko

a
K
arel

Šafr.
N
aprostý

za-
čátečník

se
v
nich

m
ůže
na
pracovní

úrovni
seznám

it
se
základy

jazyka
R
,

vizualizací
dat
a
program

ováním
.

P
rv
n
í
u
čeb
n
í
tex
t
je
věnován

základům
program

ovánív
jazyku

R
se
za-

m
ěřením

na
studenty

kvantitativních
ob
orů
nejen

F
akulty

inform
atiky

a
sta-

tistiky.
P
ublikace

využitelná
též
pro
všechny

zájem
ce
o
analýzu

dat
v
soft-

w
aru
R
.
U
čební

text
zahrnuje

základy
sam
otného

program
ovacího

jazyka,
zpracovánía

přípravu
dat
pro
statistické

zpracování,aplikacizákladních
ip
o-

kročilých
statistických

m
etod

v
R
a
taktéž

prezentaci
a
vizualizaci

výstup
ů.

V
d
ru
h
é
p
u
b
likaci

autoři
vysvětlují

problem
atiku

od
instalace

pro-
gram

u
až
p
o
využití

p
okročilých

nástrojů
pro
analýzu

dat.
K
niha

je
určena

všem
zájem

cům
o
program

od
začátečníků

p
o
středně

p
okročilé

uživatele.
P
ublikace

jsou
ke
staženía

více
inform

acíhledejte
na
w
ebu
nakladatelství

O
econom
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h
t
t
p
s
:
/
/
o
e
c
o
n
o
m
i
c
a
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v
s
e
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c
z
/
p
u
b
l
i
k
a
c
e
/
r
-
s
n
a
d
n
o
-
a
-
r
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c
h
l
e
-
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h
t
t
p
s
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/
/
o
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o
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c
a
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v
s
e
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c
z
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p
u
b
l
i
k
a
c
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/
r
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s
n
a
d
n
o
-
a
-
r
y
c
h
l
e
-
2
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V
ědecké

a
odb
orné

články

ob
jektem

m
ůže
být
třeba

rostlinný
p
orost,výskyt

konkrétního
nerostu

v
hor-

nině,
shluk

buněk
v
tkáni

ap
od.
M
atem

atické
a
zvláště

pak
statistické

studie
náhodných

m
nožin,

tedy
procesů,

kterým
i
jsou

výše
p
opsané

ob
jekty

vy-
tvářeny,

nám
m
ohou

přinést
sp
oustu

užitečných
inform

ací
o
chování

těchto
procesů,

a
tudíž

i
o
m
ožnostech

jejich
regulace

a
praktického

využití.
V
p
osledních

letech
se
m
odelovánía

statistické
analýzy

náhodných
m
nožin

staly
velice

p
opulárním

i,a
to
zvláště

díky
rozvojivýp

očetnítechniky
um
ožňu-

jícírozsáhlé
sim
ulačnístudie,na

nichž
jsou

tyto
analýzy

často
založeny.Z

teo-
retického

hlediska
se
jim
izabývalinapř.[12],[13]neb

o
[20],jinípak

zkoum
ali

jejich
aplikace

např.
v
biologii

[15],
lékařství

[8],
m
ateriálových

vědách
[19]

a
dalších

oblastech.
O
bvykle

se
pro
realizaci

náhodné
m
nožiny

(v
praxi

pak
většinou

binární
obrázek,

který
je
aproxim

ací
této

realizace
v
daném

rozlišení)
snažím

e
na-

lézt
vhodný

m
odel.

O
b
čas
ale
znalost

konkrétního
m
odelu

není
nutná,

neb
oť

je
našim

cílem
p
orovnání

dvou
či
více

realizací
ve
sm
yslu

rozhodnutí,
zda

realizace
p
ocházejí

ze
stejného

procesu,
viz
např.

rozlišování
tkáně

zasažené
buďto

zhoubným
nádorem

neb
o
m
astopatií

[16].
A
právě

takovým
p
orovnáním

se
zabývají

níže
p
opsané

m
etody.

N
a
zá-

kladě
p
odobnosti

dvou
realizací

rozhodují,
zda
příslušné

dva
ob
jekty

m
o-

hou
p
ocházet

ze
stejného

vytvářecího
zdroje

(např.
rakovinové

bujení
vs.
ne-

zhoubný
nádor,

zdravý
rostlinný

p
orost

vs.
p
orost

zasažený
škůdcem

ap
od.).

Jen
p
oznam

enejm
e,
že
sam
otné

přiřazení
realizací

ke
konkrétním

procesům
tento

článek
neřeší,

to
je
úloha

klasifikace.
Z
de
se
zabývám

e
p
ouze

otázkou,
zda
jsou

sidvě
realizace

p
odobné

činikoliv.P
odobnost

je
zde
definovaná

jako
shoda

pravděp
odobnostních

rozdělenískupiny
funkcí,které

m
nožinu

p
opisují.

P
ro
různé

m
etody

jsou
však

tyto
funkce

různé,
neb
oť
v
různých

praktických
situacích

nás
zajím

ají
rozdílné

asp
ekty

(např.
v
případě

tkáně
nás
zajím

á
hlavně

tvar
buněk,

zatím
co
v
případě

rostlinných
p
orostů

i
vzájem

ná
p
o-

loha
shluků

rostlin),
tudíž

některé
m
etody

m
ohou

dvě
realizace

p
ovažovat

za
p
odobné

a
jiné
je
m
ohou

rozlišit.
N
ašim

cílem
tedy

není
konstrukce

testů
shody

pravděp
odobnostních

rozdělení
náhodných

m
nožin,

z
níž
realizace

p
o-

cházejí,
nýbrž

testování
p
odobnosti

realizací
dle
odp
ovídající

definice.
R
oz-

lišením
dvou

realizacípak
m
ám
e
na
m
yslisituaci,kdy

test
p
odobnost

realizací
zam
ítne.
P
řestože

existujíklasické
nástroje

pro
p
opis
náhodných

m
nožin

jako
např.

kovarianční
funkce

[1],
kontaktní

distribuční
funkce

[1],
funkce

na
m
orfolo-

gických
op
eracích

(dilatace,
eroze,

otevírání
a
zavírání

m
nožiny)

[20],
gra-

nulom
etrická

funkce
[20]
atd.,

jsou
situace,

kdy
tyto

charakteristiky
nem
usí

být
k
rozlišení

dvou
realizací

dostatečné.
V
šechny

navíc
m
ají
tu
nevýhodu,

že
pro
jednu

realizaci
vždy

ob
držím

e
p
ouze

jeden
odhad

dané
funkce,

takže

4



Z
pr
áv
y
a
in
fo
rm
ac
e

ro
nm
en
t,
so
ci
al
in
eq
ua
lit
ie
s,
et
c.
)
In
yo
ur
an
al
ys
is
,
yo
u
m
ay
co
nc
en
tr
at
e
on

in
di
vi
du
al
s,
a
si
ng
le
re
gi
on
(e
.g
.,
yo
ur
ow
n
co
un
tr
y)
,
a
co
nt
in
en
t
or
ev
en
th
e

en
ti
re
w
or
ld
.

Y
ou
r
en
tr
y
m
u
st
b
e
su
b
m
it
te
d
as
a
p
os
te
r
in
P
D
F
fo
rm
at
an
d

yo
u
m
us
t
cl
ea
rl
y
sp
ec
if
y
th
e
so
ur
ce
of
yo
ur
da
ta
,
i.e
.,
by
lis
ti
ng
th
e
re
le
va
nt

U
R
L
s
an
d
th
e
st
ep
s
re
qu
ir
ed
to
ob
ta
in
th
e
da
ta
.

T
he
co
m
p
et
it
io
n
is
op
en
to
ev
er
yo
ne
w
ho
is
in
te
re
st
ed
in
pr
es
en
ti
ng
th
ei
r

p
os
te
r
at
W
S
C
20
21
.
Y
ou
ar
e
al
lo
w
ed
to
w
or
k
in
di
vi
du
al
ly
or
in
a
sm
al
l

gr
ou
p
of
up
to
fiv
e
pa
rt
ic
ip
an
ts
on
yo
ur
p
os
te
r.
P
os
te
rs
w
ill
b
e
ju
dg
ed
ac
-

co
rd
in
g
to
th
es
e
cr
it
er
ia
:

1.
A
pp
ro
pr
ia
te
ne
ss
of
an
al
ys
is
.

2.
N
ov
el
ty
of
ap
pr
oa
ch
es
us
ed
in
th
e
an
al
ys
is
.

3.
C
la
ri
ty
of
ob
je
ct
iv
es
,
ap
pr
oa
ch
es
,
da
ta
m
an
ag
em
en
t,
di
sp
la
ys
,
an
d

re
su
lt
s.

4.
Si
gn
ifi
ca
nc
e
of
fin
di
ng
s.

5.
G
en
er
al
iz
ab
ili
ty
of
ap
pr
oa
ch
es
to
da
ta
se
ts
in
ot
he
r
ar
ea
s.

6.
O
ve
ra
ll
qu
al
it
y
of
p
os
te
r.

N
ot
al
l
p
os
te
rs
ar
e
ex
p
ec
te
d
to
m
ee
t
al
l
cr
it
er
ia
to
th
e
sa
m
e
de
gr
ee
.
Y
ou
r

p
os
te
r
m
ay
co
nt
ai
n
lin
ks
to
da
ta
ba
se
s,
co
m
pu
te
r
pr
og
ra
m
s,
an
im
at
io
ns
,
an
d

ot
he
r
ex
te
rn
al
so
ur
ce
s
an
d
it
m
ay
(b
ut
ne
ed
no
t)
b
e
ac
co
m
pa
ni
ed
by
a
sh
or
t

de
sc
ri
pt
io
n
(m
ax
im
um
fiv
e
pa
ge
s)
.
A
ll
m
at
er
ia
ls
m
us
t
b
e
su
bm
it
te
d
in
P
D
F

fo
rm
at
.

U
p
da
te
s
an
d
re
su
lt
s
of
pr
ev
io
us
ed
it
io
ns
of
th
e
D
at
a
A
na
ly
si
s
C
om
p
et
it
io
n

m
ay
b
e
fo
un
d
at
h
t
t
p
s
:
/
/
i
a
s
c
-
i
s
i
.
o
r
g
/
d
a
t
a
-
a
n
a
l
y
s
i
s
-
c
o
m
p
e
t
i
t
i
o
n
/
.

D
ea
d
li
n
e
fo
r
su
b
m
is
si
on

F
in
al
su
bm
is
si
on
s
(P
D
F
)
ar
e
du
e
on
30
th
A
pr
il
20
21
.

Su
bm
it
to
:
d
a
c
.
i
a
s
c
@
e
m
a
i
l
.
c
z
.

F
u
rt
h
er
in
fo
rm
at
io
n

F
or
al
l
in
qu
ir
ie
s
co
nt
ac
t:

A
ss
oc
ia
te
P
ro
fe
ss
or
Z
de
ně
k
H
lá
vk
a:
d
a
c
.
i
a
s
c
@
e
m
a
i
l
.
c
z
.

Z
de
ně
k
H
lá
vk
a

Jü
rg
en
Sy
m
an
zi
k

C
ha
ir
m
an
of
th
e
O
rg
an
iz
in
g
C
om
m
it
te
e

P
re
si
de
nt
of
th
e
IA
SC
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In
fo
rm
ač
ní
B
ul
le
ti
n
Č
es
ké
st
at
is
ti
ck
é
sp
ol
eč
no
st
i,
4/
20
20

sr
ov
ná
ní
re
al
iz
ac
íp
ak
pr
ob
íh
á
ví
ce
m
én
ě
op
ti
ck
ým
p
or
ov
ná
ní
m
tě
ch
to
fu
nk
cí
,

ni
ko
liv
fo
rm
ál
ní
m
st
at
is
ti
ck
ým
te
st
em
sh
od
y
pr
av
dě
p
od
ob
no
st
ní
ch
ro
zd
ěl
en
í

sk
up
in
y
fu
nk
cí
,
kt
er
á
ná
m
de
fin
uj
e
p
od
ob
no
st
.
T
ím
to
pr
ob
lé
m
em
se
v
p
o-

sl
ed
ní
ch
le
te
ch
za
bý
va
ly
pu
bl
ik
ac
e
[3
],
[5
],
[6
]
a
[7
],
je
ji
ch
ž
př
eh
le
d,
st
ru
čn
ý

p
op
is
a
sr
ov
ná
ní
je
ji
ch
vý
ho
d
a
ne
vý
ho
d
je
ná
pl
ní
to
ho
to
čl
án
ku
.

Č
lá
ne
k
je
or
ga
ni
zo
vá
n
ná
sl
ed
ov
ně
.
K
ap
it
ol
a
2.
uv
ád
í
zá
kl
ad
ní
de
fin
ic
e

a
ji
ž
ex
is
tu
jí
cí
te
or
et
ic
ké
vý
sl
ed
ky
p
ou
ži
té
v
dá
le
p
op
is
ov
an
ýc
h
m
et
od
ác
h,

v
ka
pi
to
le
3.
p
op
íš
em
e
ty
to
m
et
od
y
a
na
ko
ne
c
je
v
ka
pi
to
le
4.
p
or
ov
ná
m
e

a
vý
sl
ed
ky
ilu
st
ru
je
m
e
na
si
m
ul
ač
ní
st
ud
ii.

2.
T
eo
re
ti
ck
é
zá
k
la
d
y

2.
1.
N
áh
o
d
n
é
m
n
ož
in
y
a
m
oz
ai
k
y

D
efi
n
ic
e
2.
1.
N
ec
hť

F
je
ro
di
n
a
uz
av
ře
n
ýc
h
m
n
ož
in
a
C
ro
di
n
a
ko
m
pa
kt
-

n
íc
h
m
n
ož
in
v
R

2
.
N
ec
hť

pΩ
,Σ

,P
q
je
pr
av
dě
po
do
bn
os
tn
í
pr
os
to
r.
Z
ob
ra
ze
n
í

X
:
Ω

Ñ
F
se
n
az
ýv
á
n
áh
od
n
á
uz
av
ře
n
á
m
n
ož
in
a,
je
st
li
že
pr
o
ka
žd
ou
ko
m
-

pa
kt
n
í
m
n
ož
in
u
K

P
C
pl
at
í

t
ω

P
Ω
:
X

X
K

‰
H

u
P
Σ
.
R
oz
dě
le
n
í
P
X
n
á-

ho
dn
é
m
n
ož
in
y
X
je
dá
n
o
vz
ta
he
m

P
X

pF
q

“
P

pt
ω

P
Ω
:
X

pω
q

P
F

u
q
pr
o

F
P
B

pF
q,
kd
e
B

pF
q
je
bo
re
lo
vs
ká

σ
-a
lg
eb
ra
n
a
F
.

P
oz
n
ám
ka
2.
1.
Je
-l
i
m
n
ož
in
a
ho
dn
ot
zo
br
az
en
í
X
sl
ož
en
á
po
uz
e
z
ko
n
-

ve
xn
íc
h
ko
m
pa
kt
n
íc
h
m
n
ož
in
,
co
ž
v
n
ěk
te
rý
ch
pa
sá
ží
ch
n
íž
e
př
ed
po
kl
ád
ám
e,

m
lu
ví
m
e
o
X
ja
ko
o
n
áh
od
n
é
ko
n
ve
xn
í
ko
m
pa
kt
n
í
m
n
ož
in
ě.

P
ro
je
dn
od
uc
ho
st
si
pr
o
na
še
úč
el
y
m
ůž
em
e
př
ed
st
av
it
ná
ho
dn
ou
m
no
ži
nu

ja
ko
dv
ou
di
m
en
zi
on
ál
ní
ge
om
et
ri
ck
ý
ob
je
kt
ná
ho
dn
éh
o
tv
ar
u.
R
ea
liz
ac
í
X

ná
ho
dn
é
m
no
ži
ny

X
pa
k
m
ys
lím
e
ko
nk
ré
tn
í
tv
ar
,
tj
.
ko
nk
ré
tn
í
m
no
ži
nu

X
“

X
pω

q
pr
o
da
né

ω
.
Je
lik
ož
v
pr
ax
i
ob
vy
kl
e
do
st
áv
ám
e
re
al
iz
ac
e
ve
fo
rm
ě
di
-

gi
tá
ln
íc
h
bi
ná
rn
íc
h
ob
rá
zk
ů,
bu
de
m
e
p
ou
ží
va
t
p
oj
em
„r
ea
liz
ac
e”
i
pr
o
ty
to

ob
rá
zk
y.
P
ro
pr
ác
i
s
re
al
iz
ac
em
i
pa
k
bu
de
m
e
p
ot
ře
b
ov
at
ná
sl
ed
uj
íc
í
p
oj
m
y.

D
efi
n
ic
e
2.
2.
P
ro
m
n
ož
in
y
X
,Y

P
F
de
fi
n
uj
em
e
H
au
sd
or
ff
ov
u
m
et
ri
ku

d
H

pX
,Y

q
“

m
ax

"

su
p

x
P
X

in
f

y
P
Y

}
x

´
y

}
,
su
p

y
P
Y
in
f

x
P
X

}
x

´
y

}

*

,

kd
e

}
¨}
zn
ač
í
eu
kl
ei
do
vs
ko
u
vz
dá
le
n
os
t
n
a
R

2
.

P
ro
bi
ná
rn
ío
br
áz
ky
sl
ož
en
é
z
če
rn
ýc
h
a
bí
lý
ch
pi
xe
lů
,k
te
ré
pr
o
vý
p
oč
et
ní

úč
el
y
re
pr
ez
en
tu
je
m
e
m
at
ic
í
je
dn
ič
ek
a
nu
l,
de
fin
uj
em
e
ná
sl
ed
uj
íc
í
p
oj
em
.

D
efi
n
ic
e
2.
3.
F
ro
be
n
io
va
n
or
m
a
m
at
ic
e
A
o
ro
zm
ěr
ec
h
m

ˆ
n
je
de
fi
n
ov
án
a

vz
ta
he
m

}
A

}
F

“
`
ř

m i“
1

ř

n i“
1
pa

ij
q2

˘

1
{
2
.
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Inform
ační

B
ulletin

Č
eské

statistické
sp
olečnosti,

4/2020

V
Y
H
L
Á
Š
E
N
Í
S
O
U
T
Ě
Ž
E
:

D
A
T
A
A
N
A
L
Y
S
IS
C
O
M
P
E
T
IT
IO
N
2021

A
N
N
O
U
N
C
E
M
E
N
T
:

D
A
T
A
A
N
A
L
Y
S
IS
C
O
M
P
E
T
IT
IO
N
2021

Z
d
en
ěk
H
láv
ka

E
-m
ail:
d
a
c
.
i
a
s
c
@
e
m
a
i
l
.
c
z

T
he
International

A
ssociation

for
Statistical

C
om
puting

(IA
SC
)
announces

the
D
ata
A
n
aly
sis
C
om
p
etition

2021.
IA
SC
is
an
A
ssociation

of
the
International

Statistical
Institute

(ISI)
w
hose

ob
jectives

are
to
prom

ote
the
theory,

m
ethods,

and
practice

of
statis-

tical
com
puting

and
to
foster

interest
and
know

ledge
in
eff
ective

and
effi
cient

statistical
com
puting

through
international

contacts
am
ong
researchers

and
professionals

in
statistics,

com
puter

science,
and
related

areas
at
universities,

organizations,
institutions,

governm
ents,

and
the
general

public
in
diff
erent

countries
of
the
w
orld,

to
convert

data
into

inform
ation

and
know

ledge.
F
or
the
2021

D
ata
C
om
p
etition,

w
inners

w
ill
b
e
invited

to
present

their
w
ork
at
the
D
ata

S
cien
ce,
S
tatistics,

an
d
V
isu
alisation

C
on
feren

ce
(D
S
S
V
-2021)

to
b
e
held

at
E
rasm

u
s
U
n
iversity,

R
otterd

am
(J
u
ly
7–9,

2021)
or
at
som
e
other

event
organized

by
IA
SC
(see

h
t
t
p
s
:
/
/
i
a
s
c
-
i
s
i
.

o
r
g
/
e
v
e
n
t
s
-
a
l
l
/),dep

ending
on
the
current

C
O
V
ID
-19
situation.T

he
w
in-

ners
w
ill
also

b
e
invited

to
subm

it
a
m
anuscript

for
p
ossible

publication
(follow

ing
p
eer
review

)
to
IA
SC
’s
J
ou
rn
al
of
D
ata

S
cien
ce,
S
tatistics,

an
d
V
isu
alisation

(see
h
t
t
p
s
:
/
/
j
d
s
s
v
.
o
r
g).
In
addition,

IA
SC
w
ill
sp
on-

sor
participation

at
the
virtual

63rd
IS
I
W
orld

S
tatistics

C
on
gress

(J
u
ly
12–16,

2021)
and
on
e
year

IA
S
C
m
em
b
ersh

ip
to
all
authors

of
subm

issions
selected

by
the
C
om
m
ittee

on
D
ata
A
nalysis

C
om
p
etition;

see
h
t
t
p
s
:
/
/
i
a
s
c
-
i
s
i
.
o
r
g
/
b
e
c
o
m
e
-
a
-
m
e
m
b
e
r
/
for
an
overview

of
IA
SC
m
em
-

b
ership

b
enefits.

T
he
them

e
of
the
2021

com
p
etition

is
around

the
an
aly
sis
of
q
u
ality

-of-
life
related

d
ata
and
the
subm

ission
should

clearly
describ

e
the
significance

of
your

findings
either

for
individuals

or
for
the
society.

T
he
prim

ary
data

set
m
ay
com
e
from

one
or
m
ore
databases

but
connecting

inform
ation

from
diff
erent

databases
m
ay
help

to
obtain

interesting
and
original

conclusions.
T
here

are
currently

m
any

sources
related

to
the
spread

of
C
O
V
ID
-19,

allow
ing
to
investigate

topics
like
social

inequalities
in
p
ost-C

O
V
ID
-19
w
orld

or
to
com
pare

eff
ects

of
governm

ents’
actions,

but
w
e
encourage

you
to
in-

vestigate
also
any
other

quality-of-life
related

issues
(health,

education,
envi-

47

V
ědecké

a
odb
orné

články

V
ýznam

ná
část

teorie
náhodných

m
nožin

je
věnována

náhodným
konvex-

ním
kom
paktním

m
nožinám

.
Jedna

z
níže

prezentovaných
m
etod

je
přím

o
založena

na
aproxim

aci
realizací

těm
ito
m
nožinam

i,
přičem

ž
hlavní

roli
zde

hraje
následující

funkce.

D
efi
n
ice
2.4.

P
ro
(n
áhodn

ou)
kon
vexn
í
kom
paktn

í
m
n
ožin
u
X
defi
n
ujem

e
její
opěrn

ou
fun
kci

h
X

pu
q

“
su
p

x
P
X

xu
,x

y,
u

P
B
b
p0
,1

q,

kde
B
b
p0
,1

q
je
jedn
otková

sféra
v
R

2,
tj.
kružn

ice
se
středem

v
počátku

a
jed-

n
otkovým

polom
ěrem

.

B
ody
na
jednotkové

sféře
přitom

m
ůžem

e
nahradit

úhly
m
ezi
vodorovnou

osou
a
sp
ojnicí

p
očátku

s
příslušným

b
odem

na
kružnici.

P
ak
op
ěrnou

funkci
intepretujem

e
jako

vzdálenost
p
očátku

od
op
ěrné

nadroviny,
tj.
od
přím

ky,
která

je
kolm

á
na
daný

sm
ěr
a
leží
v
m
axim

ální
m
ožné

vzdálenosti
tak,

aby
s
danou

m
nožinou

m
ěla
neprázdný

průnik,
viz
obr.

1.
Jiným

i
slovy

op
ěrná

funkce
p
opisuje

jistý
dosah

m
nožiny

ve
všech

sm
ěrech.

´
2

´
2

´
1

´
1

0

0

1

1

2

2

0
1

2
3

4
5

6

1,0

1,1

1,2

1,3

1,4

´
2

´
2

´
1

´
1

0

0

1

1

2

2

0
1

2
3

4
5

6

0
,6

0
,8

1
,0

1
,2

1
,4

O
brázek

1:
U
kázka

op
ěrné

funkce
pro
čtverec

s
těžištěm

v
p
očátku,

tedy
pro
centrovaný

geom
etrický

ob
jekt

s
rovným

i
hranicem

i
(levé

dva
obrázky),

a
pro
kruh

se
středem

v
p
očátku,

tedy
pro
centrovaný

geom
etrický

ob
jekt

se
zaobleným

i
hranicem

i
(pravé

dva
obrázky).

V
ěta
2.1
(L
avie
[10]).

D
vě
n
áhodn

é
kon
vexn
í
kom
paktn

í
m
n
ožin
y
jsou

stejn
ě

rozdělen
é
právě

tehdy,
jsou-li

stejn
á
všechn

a
kon
ečn
ě-dim

en
zion
áln
í
rozdělen

í
jejich

opěrn
ých
fun
kcí.

N
akonec

definujem
e
sp
eciální

m
ozaiku

tvořenou
průnikem

V
oronoiovy

m
ozaiky

[1]a
sjednoceníkruhů

se
středy

v
b
odech

generujících
tuto

m
ozaiku.

D
efi
n
ice
2.5.

M
ějm
e

tb
1 ,...,b

n
u
kon
ečn
ou
kon
fi
guraci

kruhů
se
středy

tx
1 ,

x
2 ,...,x

n
u
a
stejn

ým
i
polom

ěry.
O
zn
ačm
e

B
i

“
ty

P
b
i
:

}y
´
x
i }

ď
}y

´
x
j
}
pro
všechn

a
j

‰
iu.
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Z
pr
áv
y
a
in
fo
rm
ac
e

B
le
nd
er
ud
ěl
al
ob
ří
sk
ok
od
ve
rz
e
2.
80
s
ta
he
m
k
ná
st
ro
ji
E
ve
ry
th
in
g

N
od
es
,
kd
y
př
es
gr
afi
ck
é
ro
zh
ra
ní
(a
ng
l.
sh
ad
er
no
de
s)
by
m
ěl
y
bý
t
do
st
up
né

té
m
ěř
vš
ec
hn
y
ná
st
ro
je
B
le
nd
er
u,
sp
ec
iá
ln
ě
sy
st
ém
čá
st
ic
.

L
ze
do
p
or
uč
it
Y
ou
T
ub
e
ka
ná
l
L
iv
eN
od
in
g
od
Ji
m
m
a
G
un
aw
an
eh
o.

Z
na
ky
v
Č
St
S
js
ou
vy
tv
oř
en
é
v
B
le
nd
er
u
za
p
om
oc
íp
ro
ce
du
rá
ln
íc
h
te
xt
ur

a
vy
re
nd
er
ov
án
y
ja
ko
ra
st
ro
vé
ob
rá
zk
y:
Č
př
es
W
hi
te
N
oi
se
T
ex
tu
re
,

S
př
es

N
oi
se
T
ex
tu
re
,

t
př
es
M
us
gr
av
e
T
ex
tu
re
a

S
p
om
oc
í
V
or
on
oi
T
ex
tu
re
.

6.
K
om
p
le
ta
ce
n
ov
or
o
če
n
k
y
m
ís
to
Z
áv
ěr
u

P
ro
T E
X
is
ty
bu
de
za
jí
m
av
á
pr
vn
í
čá
st
.
P
ře
s
T
ik
Z
vk
lá
dá
m
p
oz
ad
í
do
vn
it
ř

zn
ak
ů.
Z
de
je
m
in
im
ál
ní
uk
áz
ka
„A
ho
j
sv
ět
e!
ÿ
b
ez
a
s
vy
ří
zn
ut
ím
.
D
áv
ám
na

se
b
e
p
oz
ad
í
ve
lk
ýc
h
sl
ov
,
m
al
á
sl
ov
a
a
ob
ry
s
ve
lk
ýc
h
zn
ak
ů.

\
d
o
c
u
m
e
n
t
c
l
a
s
s
{
a
r
t
i
c
l
e
}

\
p
a
g
e
s
t
y
l
e
{
e
m
p
t
y
}

\
u
s
e
p
a
c
k
a
g
e
{
t
i
k
z
}

\
b
e
g
i
n
{
d
o
c
u
m
e
n
t
}

\
d
e
f
\
u
k
a
z
#
1
#
2
#
3
#
4
{
%

\
b
e
g
i
n
{
t
i
k
z
p
i
c
t
u
r
e
}
[
t
e
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dostal
k
fyzice

a
šum
u
u
televizí

až
ke
kosm

ickém
u
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práce

nad
B
row
novým

p
ohyb

em
.
T
o
jsou

ty
znám

é
základoškolské

fyzikální
p
okusy

vhození
hyp
erm
anganu

do
vody.

D
nes
je
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.
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}
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c
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0
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{
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=
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\
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ze
všech

funkcí
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m
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4.
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obrázek

nenídostatečně
velký.
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nalézt

v
[3].

Stručně
řečeno,

dop
oručuje

se
nejprve

vykreslit
pro
každou

realizaci
ně-

kolik
testovacích

funkcí
na
delším

definičním
ob
oru
a
na
základě

grafů
roz-

hodnout,
jaký

interval
pro

u
je
dostatečný

k
p
odchycení

rysů
dané

realizace,
např.

na
obr.

7
p
ozorujem

e
od
hodnoty

u
“

10
dále

hustší
shluky

funkcí
pro

proces
odpuzujících

se
kom
p
onent

než
pro
jiné
procesy,

neb
o
m
nohem
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funkcí
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realizace
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procesu
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shlukového
procesu

(uprostřed)
a
procesu

s
odpuzujícím

i
se
kom
-

p
onentam

i
(vpravo)

p
oužitých

při
rozlišování

m
etodou

srovnávání
skeletů

a
příslušných

m
axim

álních
kruhů.

C
hcem

e-li
tedy

p
orovnávat

dvě
realizace,

p
odívám

e
se,
zda
a
od
jaké

hodnoty
u
se
začínají

jejich
testovací

funkce
vizuálně

lišit.
Jestliže

se
ani
pro

velká
u
(velká

vzhledem
k
velikosti

obrázku)
funkce

neliší,
vezm

em
e
U
m
a
x
co

největší
tak,

abychom
v
souladu

s
D

m
in
m
ěli
na
vstupu

alesp
oň
pár
desítek

testovacích
b
odů.

P
okud

se
od
nějaké

hodnoty
u
lišit
začínají,

hodnotu
U
m
a
x

stanovím
e
tak,

aby
U
m
a
x

ą
u
,
ale
abychom

zároveň
v
souladu

s
D

m
in
i
zde

m
ělina

vstupu
dostatek

testovacích
b
odů.P

okud
nelze

stanovit
pD

m
in ,U

m
a
x
q

splňujícíuvedené
p
odm
ínky,nenítato

m
etoda

k
p
orovnávánídaných

realizací
vhodná.
P
oté,co

určím
e
výše

zm
íněné

param
etry,p

orovnám
e
realizace

X
a
Y
tak,

že
náhodně

vyb
erem

e
testovací

b
ody,

vyčíslím
e
příslušné

testovací
funkce

t
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q

1
pu

q,...,t
p1

q
m

1
pu

q
a
t

p2
q

1
pu

q,...,t
p2

q
m

2
pu

q,
a
stejně

jako
v
předešlé

m
etodě

apli-
kujem

e
obálkový

test
a
test

založený
na

N
-vzdálenosti

k
otestování

hyp
o-

tézy,
že
skupiny

funkcí
t

p1
q

1
pu

q,...,t
p1

q
m

1
pu

q
a
t

p2
q

1
pu

q,...,t
p2

q
m

2
pu

q
p
ocházejí

ze
stejného

rozdělení.
K
dyž
p
om
inem

e
kom
plikace

ohledně
volby

U
m
a
x
a
D

m
in ,
m
á
tato

m
etoda

sp
oustu

výhod.Z
a
prvé

je
ve
srovnánís

předešlou
m
etodou

až
na
náhodný

vý-
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b
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i
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do
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os
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k
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ne
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p
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p
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Inform
ační

B
ulletin

Č
eské

statistické
sp
olečnosti,

4/2020

kde
U
i
jsou

znám
é,
lineárně

nezávislé
(v
prostoru

m
atic),

sym
etrické

m
atice

a
α
i
jsou
neznám

é
param

etry
takové,že

výsledná
m
atice

je
p
ozitivně

definitní.
T
ento

m
odelje

zcela
ob
ecný,neb

oť
pro

q
“

p
pp

`
1

q

2
lze
každou

variančním
atici

zapsat
ve
tvaru

(19)
s
α
ij

“
σ
ij

“
σ
j
i
a
m
aticem

i
U
ij ,
které

jsou
nulové

až
na
jednotky

na
p
ozicích

pi,j
q
a

pj,iq.
T
eoreticky

tak
p
okrývá

lib
ovolnou

odhadovacím
etodu

pracujícíp
o
prvcích,jako

je
např.taperin

g
neb
o
ban
din
g.

P
odrobnější

přehled
m
etod

vycházejících
z
lineárního

m
odelu

lze
najít

v
[21].

P
aram

etry
α

“
pα

1 ,...,α
q
q

J
je
m
ožné

odhadovat
standardním

istatistic-
kým
i
m
etodam

i,
jejich

p
oužití

ale
značně

kom
plikuje

p
odm
ínka,

že
výsledná

lineární
kom
binace

m
usí
být
p
ozitivně

definitní
m
atice.

N
utné

a
p
ostačující

p
odm
ínky

pro
existenci

explicitního
m
axim

álně
věrohodného

odhadu
jsou

k
disp
ozici

v
článku

[24].
K
výp
očtu

řešení
věrohodnostní

rovnice
je
přitom

p
oužita

iterativní
m
etoda

navržená
v
[1].

Jednou
z
m
ožností

jak
zajistit

p
ozitivní

definitnost
odhadu

je
p
oužít

li-
neární

m
odel

na
logaritm

us
varianční

m
atice

log
Σ

“
α
1 U

1
`
...

`
α
q U

q ,
(20)

kde
U
i
jsou

op
ět
znám

é
m
atice,

ale
na

α
i
nejsou

kladeny
žádné

další
p
oža-

davky.
N
evýhodou

tohoto
přístupu

je
to,
že

log
Σ
nem
á
žádnou

statistickou
interpretaci.

A
utoři

[5]
uvádějí

m
axim

álně
věrohodný

odhad
pro
param

etry
m
odelu

(20),
a
to
včetně

jeho
asym

ptotických
vlastností.

3.3.
R
egu
larizace

v
in
verzn

ím
p
rostoru

M
otivací

pro
regularizaci

varianční
m
atice

skrze
její
inverzi,

tzv.
m
atici

přes-
nosti,

je
fakt,

že
u
norm

álně
rozdělených

vektorů
X
m
á
inverze

korelační
m
atice

na
pi,j

q-tém
m
ístě
prvek

úm
ěrný

parciálním
u
korelačním

u
koeficientu

m
ezi

X
i
a
X

j
při
vyloučení

všech
ostatních

prvků.
M
á-li
tedy

vektor
X
norm

ální
rozdělení,

pak
pi,j

q-tý
prvek

m
atice

přes-
nosti

je
nulový

právě
tehdy,

když
X

i
a
X

j
jsou

nezávislé
p
odm
íněně

na
všech

zbývajících
prvcích

[22].
T
ento

výsledek
lze
s
výhodou

využít
u
p
olí,
která

jsou
navíc

tzv.
prostorově

m
arkovská.

V
ektor

X
m
á
prostorovou

m
arkovskou

vlastnost,
p
okud

pro
každé

i
“

1,...,p
je
p
odm
íněné

rozdělení
X

i
závislé

p
ouze

na
b
odech

z
jeho

okolí.
N
a
ostatních

b
odech

(které
jsou

daným
okolím

od
b
odu

X
i
odděleny)

je
X

i
p
odm
íněně

nezávislé.
O
dtud

vyplývá,
že
m
a-

tice
přesnosti

gaussovského
m
arkovského

p
ole
je
řídká

pásová
m
atice.

T
oho

je
m
ožno

využít
pro
regularizaci.

O
brázek

1
ilustruje

nenulové
prvky

m
atice

přesnostidvourozm
ěrného

m
arkovského

p
ole

X
,jehož

každý
b
od
závisíp

ouze
na
8
nejbližších

sousedech.
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V
ědecké

a
odb
orné

články

C
p2

q
m

2
pu

q
p
ocházejí

ze
stejného

rozdělení,
za
druhé

tvrzení,
že

N
p1

q

1
pu

q,...,

N
p1

q
m

1
pu

q
a

N
p2

q

1
pu

q,...,N
p2

q
m

2
pu

q
p
ocházejí

ze
stejného

rozdělení,
a
za
třetí

tvrzení,
že
dvojice

pC
1 ,N

1
q

p1
qpu

q,...,
pC

m
1 ,N

m
1
q

p1
q
a

pC
1 ,N

1
q

p2
q,...,

pC
m

2 ,
N

m
2
q

p2
q
p
ocházejí

ze
stejného

rozdělení.
P
oznam

enejm
e,
že
tato

m
etoda

je
velice

citlivá
na
okrajové

efekty,
proto

zahrnujem
e
do
studie

p
ouze

kom
p
onenty,

které
neprotínají

hranici
p
ozoro-

vacího
okna

(znázorněny
černou

barvou
v
obr.

8,
zatím

co
vynechané

kom
-

p
onenty

jsou
znázorněny

tm
avě
šedou

barvou).
A
nalogicky

při
p
orovnávání

sousedství
uvažujem

e
p
ouze

ta,
která

jsou
celá
obsažena

v
p
ozorovacím

okně
(znázorněna

různým
i
odstíny

m
odré

v
obr.

8).

O
brázek

8:
U
važované

kom
p
onenty

(vyznačené
černě)

v
b
oolském

procesu
(vlevo),shlukovém

procesu
(uprostřed)

a
procesu

odpuzujících
se
kom
p
onent

(vpravo),
jejich

těžiště
(červené

b
ody)

a
uvažovaná

sousedství
(různé

odstíny
m
odré).

4.
S
rov
n
án
í
m
eto
d

V
tab.1

shrnem
e
uvedené

m
etody,jejich

p
oužití,výhody

a
nevýhody,přičem

ž
prvním

etodu
budem

e
zkráceně

nazývat
„aproxim

ace”,druhou
„skelety”

a
tře-

tí
„kom

p
onenty

a
sousedství”.

P
ro
verzi

aproxim
ace,

v
níž
p
oužívám

e
obál-

kový
test,

pak
budem

e
p
oužívat

značení
„A
O
”,
pro
verzi

s
p
oužitím

N
-vzdá-

lenosti
„A
N
”,
analogicky

tyto
verze

skeletů
budem

e
značit

jako
„SO
”,
resp.

„SN
”,
a
pro
p
orovnání

kom
p
onent,

sousedství
a
kom
p
onent

se
sousedstvím

dohrom
ady
budem

e
p
oužívat

zkratky
„K
”,
„S”,

resp.
„K
S”.

Z
e
statistického

hlediska
m
ůžem

e
vynést

závěr,
že
všechny

uvedené
m
e-

tody
jsou

velice
přesné

při
p
orovnávání

realizací
stejných

m
odelů,

neb
oť

příslušné
histogram

y
p-hodnot

provedených
testů

vykazují
rovnom

ěrné
roz-

dělení
na
intervalu

r0,1
s
(proto

zde
tyto

histogram
y
neuvádím

e).
Z
ajím
avější
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V
ěd
ec
ké
a
od
b
or
né
čl
án
ky

R
ep
re
ze
nt
ac
e
ve
w
av
el
et
ov
ém
pr
os
to
ru
ča
st
o
př
in
áš
í
dr
am
at
ic
ké
sn
íž
en
í

di
m
en
ze
pr
ob
lé
m
u.
K
oe
fic
ie
nt
y
bá
zo
vý
ch
fu
nk
cí
lz
e
pa
k
od
ha
do
va
t
p
om
oc
í

vh
od
né
ho
pa
ra
m
et
ri
ck
éh
o
ne
b
o
i
se
m
ip
ar
am
et
ri
ck
éh
o
m
od
el
u.

3.
1.
3.
V
y
u
ži
tí
d
al
ší
ch
ty
p
ů
ro
zk
la
d
u
va
ri
an
čn
í
m
at
ic
e
k
je
jí
m
u
o
d
-

h
ad
u
K
ro
m
ě
sp
ek
tr
ál
ní
a
w
av
el
et
ov
é
tr
an
sf
or
m
ac
e
lz
e
ke
ko
ns
tr
uk
ci
p
oz
i-

ti
vn
ě
de
fin
it
ní
ho
od
ha
du
va
ri
an
čn
í
m
at
ic
e
vy
už
ít
i
ji
né
ty
py
ro
zk
la
du
.
Je
d-

no
du
ch
ý
ro
zk
la
d

Σ
“

B
R
B

(1
6)

na
m
at
ic
i
sm
ěr
od
at
ný
ch
od
ch
yl
ek

B
a
ko
re
la
čn
í
m
at
ic
i
R
m
á
ve
lk
ý
pr
ak
-

ti
ck
ý
vý
zn
am
,
ne
b
oť
ob
a
fa
kt
or
y
ro
zk
la
du
js
ou
sn
ad
no
in
te
rp
re
to
va
te
ln
é.
T
o

um
ož
ňu
je
od
ha
do
va
t
B
i
R
zv
lá
šť
,
co
ž
m
ůž
e
m
ít
vý
zn
am
ze
jm
én
a
v
ap
lik
a-

cí
ch
,
kd
e
je
je
de
n
z
tě
ch
to
pr
vk
ů
dů
le
ži
tě
jš
í.

D
ru
hý
m
ty
p
em
ro
zk
la
du
,
kt
er
ý
se
př
i
od
ha
do
vá
ní
s
ús
p
ěc
he
m
p
ou
ží
vá
,
je

C
ho
le
sk
éh
o
ro
zk
la
d

Σ
“

C
C

J
,

(1
7)

kd
e
C
je
(p
ro
p
oz
it
iv
ně
de
fin
it
ní

Σ
)
je
dn
oz
na
čn
ě
da
ná
do
ln
í
tr
oj
úh
el
ní
ko
vá

m
at
ic
e
s
p
oz
it
iv
ní
m
i
pr
vk
y
na
di
ag
on
ál
e.
V
ur
či
tý
ch
př
íp
ad
ec
h
m
ůž
e
bý
t

vý
ho
dn
ěj
ší
m
od
ifi
ko
va
ný
C
ho
le
sk
éh
o
ro
zk
la
d

Σ
“

L
D

2
L

J
,

(1
8)

kd
e
L

“
C
D

´
1
je
do
ln
í
tr
oj
úh
el
ní
ko
vá
m
at
ic
e
a
D

2
je
di
ag
on
ál
ní
m
at
ic
e,

kt
er
ou
lz
e
op
ět
m
od
el
ov
at
zv
lá
šť
.

P
ři
tě
ch
to
ty
p
ec
h
od
ha
du
lz
e
s
vý
ho
do
u
vy
už
ít
zn
al
os
t
(p
ro
st
or
ov
ýc
h
ne
b
o

ča
so
vý
ch
)
va
ze
b
m
ez
i
sl
ož
ka
m
i
ve
kt
or
u
X
.
Z
afi
xo
vá
ní
m
ve
lič
in
ve
vh
od
né
m

p
oř
ad
íl
ze
to
ti
ž
do
cí
lit
pá
so
vé
st
ru
kt
ur
y
Σ
a
ná
sl
ed
ně
ří
dk
os
ti
ně
kt
er
ýc
h
čl
en
ů

ve
zv
ol
en
ém
ro
zk
la
du
.

3.
2.
L
in
eá
rn
í
m
o
d
el
ko
va
ri
an
ce

V
ýš
e
p
op
sa
né
m
et
od
y
ne
př
ed
p
ok
lá
da
ly
žá
dn
ou
sp
ec
iá
ln
í
st
ru
kt
ur
u
va
ri
an
čn
í

m
at
ic
e
ne
b
o
je
jí
in
ve
rz
e
a
za
bý
va
ly
se
př
ev
áž
ně
re
gu
la
ri
za
cí
vý
b
ěr
ov
é
ko
-

va
ri
an
čn
í
m
at
ic
e
v
p
ův
od
ní
m
ne
b
o
tr
an
sf
or
m
ov
an
ém
pr
os
to
ru
.
A
lt
er
na
ti
vo
u

k
tě
m
to
m
et
od
ám
je
do
ji
st
é
m
ír
y
ko
m
pl
em
en
tá
rn
í
př
ís
tu
p,
kt
er
ý
vy
ch
áz
í

ze
zn
al
os
ti
sp
ec
iá
ln
í
st
ru
kt
ur
y
va
ri
an
čn
í
m
at
ic
e
ne
b
o
je
jí
in
ve
rz
e.
T
ak
ov
á

st
ru
kt
ur
a
m
ůž
e
bý
t
dá
na
pr
os
to
ro
vý
m
i
ne
b
o
i
fr
ek
ve
nč
ní
m
i
ch
ar
ak
te
ri
st
i-

ka
m
i
vý
ch
oz
íh
o
ná
ho
dn
éh
o
p
ol
e.
Č
as
to
lz
e
st
ru
kt
ur
u
va
ri
an
čn
í
m
at
ic
e
do
bř
e

p
os
ti
hn
ou
t
lin
eá
rn
ím
m
od
el
em
[1
]

Σ
“

α
1
U
1

`
..
.

`
α
q
U
q
,

(1
9)
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In
fo
rm
ač
ní
B
ul
le
ti
n
Č
es
ké
st
at
is
ti
ck
é
sp
ol
eč
no
st
i,
4/
20
20

js
ou
hi
st
og
ra
m
y
p
-h
od
no
t
v
př
íp
ad
ě
sr
ov
ná
vá
ní
rů
zn
ýc
h
m
od
el
ů,
vi
z
ob
r.
9.

Z
ni
ch
m
ůž
em
e
vi
dě
t,
že
v
m
et
od
ě
ap
ro
xi
m
ac
e
ná
m
te
st
za
lo
že
ný
na

N
-v
zd
á-

le
no
st
ec
h
dá
vá
vý
ra
zn
ě
le
pš
í
vý
sl
ed
ky
ne
ž
ob
ál
ko
vý
te
st
,
co
ž
je
ne
js
pí
š
dá
no

sk
ut
eč
no
st
í,
že
ob
ál
ko
vý
te
st
sr
ov
ná
vá
p
ou
ze
pr
ům
ěr
y
op
ěr
ný
ch
fu
nk
cí
,
ta
kž
e

ne
m
ůž
e
do
st
at
eč
ně
p
od
ch
yt
it
ze
jm
én
a
p
od
ob
no
st
ir
ůz
ně
or
ie
nt
ov
an
ýc
h
bu
ně
k

p
od
ob
né
ho
tv
ar
u.
N
ic
m
én
ě
i
te
st
za
lo
že
ný
na

N
-v
zd
ál
en
os
te
ch
vy
ka
zu
je
do
st

ne
př
es
no
st
í
(v
e
sm
ys
lu
vy
so
ký
ch

p
-h
od
no
t)
.
V
ýz
na
m
ně
vy
šš
í
př
es
no
st
i
do
sa
-

hu
je
m
e
v
př
íp
ad
ě
sk
el
et
ů.
T
y
ne
js
ou
vá
zá
ny
na
or
ie
nt
ac
i,
ta
kž
e
ob
ě
va
ri
an
ty

te
st
ů
(o
bá
lk
ov
ý
i
za
lo
že
ný
na

N
-v
zd
ál
en
os
te
ch
)
dá
va
jí
p
od
ob
no
u
př
es
no
st
,

kt
er
á
je
zá
ro
ve
ň
ne
jv
yš
ší
ze
vš
ec
h
uv
ed
en
ýc
h
m
et
od
.

P
ro
m
et
od
u
ko
m
p
on
en
t
a
so
us
ed
st
ví
js
m
e
p
ou
ži
li
p
ou
ze
te
st
za
lo
že
ný
na

N
-v
zd
ál
en
os
te
ch
,
ne
b
oť
te
st
ov
ac
ím
i
ch
ar
ak
te
ri
st
ik
am
i
ne
js
ou
př
ím
o
fu
nk
ce
,

ný
br
ž
ko
m
p
on
en
ty
a
př
ís
lu
šn
á
so
us
ed
st
ví
,
pr
o
ně
ž
js
m
e
ne
na
le
zl
i
vh
od
no
u

ve
rz
io
bá
lk
ov
éh
o
te
st
u.
Z
de
z
hi
st
og
ra
m
ů
vi
dí
m
e,
že
m
et
od
a
ve
lic
e
šp
at
ně
od
-

liš
uj
e
sh
lu
ko
vý
pr
oc
es
od
os
ta
tn
íc
h
pr
oc
es
ů,
co
ž
je
zp
ůs
ob
en
o
je
dn
ak
m
al
ým

m
no
žs
tv
ím
ko
m
p
on
en
t
ve
sh
lu
ko
vé
m
pr
oc
es
u,
je
dn
ak
je
dn
ou
ve
lk
ou
do
m
i-

na
nt
ní
ko
m
p
on
en
to
u
v
ka
žd
é
re
al
iz
ac
it
oh
ot
o
pr
oc
es
u,
kt
er
á
vý
zn
am
ně
ov
liv
ní

ho
dn
ot
u
sy
m
et
ri
ck
é
di
fe
re
nc
e,
čí
m
ž
p
ot
la
čí
ho
dn
ot
y
sy
m
et
ri
ck
ýc
h
di
fe
re
nc
í

os
ta
tn
íc
h
dv
oj
ic
ko
m
p
on
en
t
ja
k
v
p
ův
od
ní
ch
re
al
iz
ac
íc
h,
ta
k
v
ná
sl
ed
ný
ch

p
er
m
ut
ac
íc
h.

N
ak
on
ec
v
ta
b.
2
uv
ád
ím
e
p
od
íly

p
-h
od
no
t
m
en
ší
ch
ne
b
o
ro
vn
ýc
h
0
,0
01
,

0,
0
1,

0,
0
5
a
0
,1
,
kt
er
é
ne
js
ou
z
hi
st
og
ra
m
ů
pa
tr
né
,
pr
o
rů
zn
é
m
od
el
y,
je
-

ji
ch
ž
re
al
iz
ac
e
js
ou
si
vi
zu
ál
ně
ne
jp
od
ob
ně
jš
í,
jm
en
ov
it
ě
pr
o
b
oo
ls
ký
pr
oc
es

a
pr
oc
es
od
pu
zu
jí
cí
ch
se
ko
m
p
on
en
t.
Z
ní
na
op
ak
,
v
p
or
ov
ná
ní
k
př
ed
eš
lé
m
u,

vi
dí
m
e,
že
př
i
ro
zl
iš
ov
án
í
tě
ch
to
pr
oc
es
ů
je
m
et
od
a
ko
m
p
on
en
t
a
so
us
ed
st
ví

vý
zn
am
ně
si
ln
ěj
ší
ne
ž
m
et
od
a
ap
ro
xi
m
ac
e.
N
ej
si
ln
ěj
ší
m
et
od
ou
iz
de
zů
st
áv
aj
í

sk
el
et
y.
Z
áv
ěr
em
by
ch
om
te
dy
m
oh
li
ří
ct
,
že
vý
b
ěr
vh
od
né
m
et
od
y
zá
vi
sí
je
dn
ak

na
úč
el
u
a
je
dn
ak
na
vz
hl
ed
u
re
al
iz
ac
e.
Z
ál
ež
í-
li
ná
m
ne
je
n
na
tv
ar
ec
h,
al
e
in
a

vz
áj
em
né
p
ol
oz
e
ko
m
p
on
en
t
v
re
al
iz
ac
i,
je
vh
od
né
p
ou
ží
t
sk
el
et
y.
Z
aj
ím
á-
li

ná
s
p
ou
ze
tv
ar
ko
m
p
on
en
t,
na
bí
zí
se
ap
ro
xi
m
ac
e
ne
b
o
ko
m
p
on
en
ty
a
so
us
ed
-

st
ví
,p
ři
če
m
ž
dr
uh
á
jm
en
ov
an
á
m
et
od
a
př
es
ně
ji
ro
zl
iš
uj
e
ko
m
p
on
en
ty
p
od
ob
-

ný
ch
ve
lik
os
tí
a
pr
vn
í
si
lé
p
e
p
or
ad
í
v
př
íp
ad
ě
ex
tr
ém
ně
ve
lik
ýc
h
ko
m
p
on
en
t

či
m
en
ší
ho
p
oč
tu
ko
m
p
on
en
t
v
re
al
iz
ac
i.

P
o
d
ěk
ov
án
í

P
od
p
oř
en
o
gr
an
te
m
G
A
Č
R
19
-0
44
12
S.
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Inform
ační

B
ulletin

Č
eské

statistické
sp
olečnosti,

4/2020

V
praxi

se
užívá

zejm
éna
p
olynom

iální
a
exp
onenciální

m
odel:

d
ii

“
c
p´

λ
i q

´
α
,

α
ą

1
(p
olynom

iální
m
odel)

d
ii

“
ce

α
λ
i
(exp
onenciální

m
odel),

kde
i

“
1,...,p.

K
oeficienty

c,
α
jsou

param
etry

daného
m
odelu.

T
o
před-

stavuje
v
daném

případě
snížení

p
očtu

param
etrů

z
p
na
2,
přesto

i
takto

jednoduchý
m
odel

m
ůže
být
přijatelný.

Z
a
předp

okladu
konkrétního

roz-
dělení

X
lze
pak
param

etry
odhadnout

například
m
etodou

m
axim

ální
věro-

hodnosti
[25].

P
oužití

takového
m
odelu

koriguje
strukturu

vlastních
čísel

p
o-

dobně
jako

shrinkage
(viz
začátek

sekce
2.1.),

vyhlazuje
také

průb
ěh
odhadů

p

d
ii
a
tím
přispívá

k
redukci

šum
u.

N
áš
příklad

byl
p
ouze

ilustrativní.
Z
ajím
avé
a
hlub
oké
vztahy

m
ezi
urči-

tým
typ
em
stochastické

rovnice
difúze,

náhodným
i
p
oli
s
(prostorovou)

m
ar-

kovskou
vlastnostía

kovariancem
iz
tzv.M

atérnovy
třídy

p
opisuje

článek
[15]

a
též
přehledný

článek
[23].

P
oužití

těchto
m
etod

v
praxi

pak
ilustruje

[17].

3.1.2.
R
egu
larizace

ve
w
aveletovém

p
rostoru

R
eprezentuje-li

X
ná-

hodný
vektor

či
náhodné

p
ole
v
prostoru

jako
je
tom
u
u
m
eteorologických

veličin,
je
zřejm

é,
že
takové

p
ole
m
ůže
m
ít
jak
charakteristiky

vlnové
p
ovahy

tak
i
lokální

vlastnosti
vázané

na
um
ístění

v
prostoru.

F
ourierova

transfor-
m
ace
p
ostihne

frekvenční
kom
p
onenty

vektoru
X
,
ale
nezachytí

lokální
jevy.

N
acházím

e
zde
p
odobně

jako
v
řadě

dalších
aplikacíurčitou

kom
plem

entaritu
sp
ektrální

a
prostorové

reprezentace.
N
ástrojem

ke
„kom

prom
isníÿ

reprezentaci
takového

náhodného
p
ole
je

tzv.
w
aveletová

transform
ace
[4],
která

je
realizována

p
odobně

jako
u
F
ourie-

rovy
transform

ace
rozvojem

typu
(9)
a
rozkladem

variančním
atice

(10).
M
a-

tice
transform

ace
se
skládá

z
bázových

funkcí,
tvořených

různě
um
ístěným

i
a
škálovaným

i
vlnkam

i
(odtud

název
w
avelets).

O
b
ecněji

je
m
ožno

v
roz-

voji
(9)
p
oužít

m
ísto
ortonorm

ální
báze

tzv.
fram

e,
který

m
á
některé

vlast-
nosti

báze,
ale
m
ůže
m
ít
i
více

než
p
členů.

R
ůzné

volby
fram

ů
pak
dávají

w
aveletové

reprezentace
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dostupných
m
ěření,

je
velkým

problém
em

odhad
varianční

m
atice.

K
lasická

výb
ěrová

varianční
m
atice

m
á
v
takovém

případě
řadu

nežádoucích
vlastností,

zejm
éna
nízkou

hodnost
a
m
alou

sp
o-

lehlivost
odhadu

jednotlivých
prvků.

T
ento

článek
obsahuje

přehled
m
etod,

které
se
v
tom
to
případě

k
odhadu

varianční
m
atice

p
oužívají.

P
ozornost

je
nejdříve

věnována
výp
očetně

jednoduchým
m
etodám

pracujícím
p
o
prvcích,

m
ezi
které

patří
například

m
etoda

sm
rštění

(shrinkage),
p
osílení

diagonály
(tap
ering)

a
další.

D
ále
je
uveden

přehled
složitějších

přístup
ů,
které

p
ou-

žívají
param

etrické
m
odely

založené
na
různých

dodatečných
předp

okladech
o
vlastnostech

náhodného
vektoru,

zejm
éna
norm

ality,
kovarianční

staciona-
rity
neb
o
m
arkovské

vlastnosti.
P
aram

etrické
m
odely

se
p
oužívají

jak
k
p
o-

pisu
p
oklesu

vlastních
čísel,

tak
k
přím

ém
u
m
odelování

varianční
m
atice

či
její
inverze.

P
aram

etry
příslušných

m
odelů

lze
odhadovat

standardním
i
sta-

tistickým
i
p
ostupy.

K
líčová

slova:
varianční

m
atice,

odhad,
vysoká

dim
enze,

regularizace.

A
b
stract:

In
m
any
statisticalapplications,w

here
the
dim
ension

of
a
random

vector
highly

exceeds
the
num
b
er
of
available

m
easurem

ents,
the
estim

ation
ofcovariance

m
atrix

p
oses
a
challenge.T

he
sam
ple
covariance

m
atrix

has
sev-

eral
undesirable

prop
erties

in
this
case,

sp
ecifically

low
rank

and
p
oor
accu-

racy
of
estim

ation
of
its
individualelem

ents.T
his
pap
er
provides

an
overview

ofm
ethods

that
are
used

for
covariance

m
atrix

estim
ation

in
high-dim

ensional
problem

s.
F
irst,

w
e
pay
attention

to
com
putationally

sim
ple
m
ethods

w
hich

usually
w
ork
elem
ent-w

ise,
such

as
shrinkage,

tap
ering,

etc.
F
urther,

m
ore

com
plex

approaches
are
presented,

w
hich

em
ploy

param
etric

m
odels

based
on
additional

assum
ptions

ab
out
the
prop

erties
of
the
random

vector,
es-

p
ecially

norm
ality,

covariance
stationarity

and
M
arkov

prop
erty.

P
aram

etric
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V
ěd
ec
ké
a
od
b
or
né
čl
án
ky

2.
2.
P
os
íl
en
í
d
ia
go
n
ál
y
m
at
ic
e
(t
zv
.
ta
p
er
in
g)

E
fe
kt
iv
ní
a
zá
ro
ve
ň
je
dn
od
uc
hý
zp
ůs
ob
ja
k
p
ot
la
či
t
ru
ši
vé
ko
va
ri
an
ce
ve
vý
-

b
ěr
ov
é
va
ri
an
čn
í
m
at
ic
i
je
vy
ná
so
bi
t
S
p
o
pr
vc
íc
h
ří
dk
ou
p
oz
it
iv
ně
de
fin
it
ní

m
at
ic
í
M
.
O
zn
ač
ím
e-
li
vý
sl
ed
ný
od
ha
d
ja
ko

S
2
,
pa
k

S
2

“
S

˝
M

,
(5
)

kd
e

˝
zn
ač
í
Sc
hu
rů
v
so
uč
in
.
T
at
o
m
et
od
a
bý
vá
v
an
gl
ic
ké
lit
er
at
uř
e
oz
na
čo
-

vá
na
ja
ko
ta
pe
ri
n
g
(v
[2
1]
ja
ko
ba
n
di
n
g)
a
m
at
ic
e
S
2
ja
ko
ta
pe
re
d
m
at
ri
x.

D
ík
y
ří
dk
os
ti
m
at
ic
e
M
je
ří
dk
á
i
m
at
ic
e
S
2
,
co
ž
př
in
áš
í
ze
jm
én
a
v
da
to
vé

as
im
ila
ci
ve
lk
é
vý
p
oč
et
ní
vý
ho
dy
.

Je
-l
iM
p
oz
it
iv
ně
de
fin
it
ní
m
at
ic
e,
pa
k
dí
ky
vě
tě
o
Sc
hu
ro
vě
so
uč
in
u
(n
ap
ř.

[1
0]
,
st
r.
47
9,
V
ět
a
7.
5.
3)
je
za
ji
št
ěn
o,
že

S
2
bu
de
ta
ké
p
oz
it
iv
ně
de
fin
it
ní
.

V
ko
nt
ex
tu
da
to
vé
as
im
ila
ce
by
la
re
gu
la
ri
za
ce
ko
va
ri
an
ce
p
om
oc
í
Sc
hu
-

ro
va
so
uč
in
u
na
vr
že
na
v
[1
1]
a
[9
]
a
vy
ch
áz
í
z
pr
in
ci
p
ů
m
od
el
ov
án
í
ko
va
ri
-

an
ce
ná
ho
dn
éh
o
p
ol
e
p
om
oc
í
ko
va
ri
an
čn
í
fu
nk
ce
.
N
ec
hť
te
dy

X
ps

q
je
sp
oj
it
é

ná
ho
dn
é
p
ol
e
de
fin
ov
an
é
na
om
ez
en
é
do
m
én
ě
D

Ă
R

3
p
ok
rý
va
jí
cí
čá
st
at
-

m
os
fé
ry
Z
em
ě
a
X

“
pX

1
,.
..
,X

p
qJ
př
ed
st
av
uj
e
ně
ja
ko
u
di
sk
re
ti
za
ci

X
,
tj
.

X
i

“
X

ps
iq
,
s
i

P
D
.F
un
kc
e
C

ps
,t

q
“

c
o
v

pX
ps

q,
X

pt
qq
se
na
zý
vá
ko
va
ri
an
čn
í

fu
nk
ce
p
ol
e
X
.P
la
tí
,ž
e
pr
o
ka
žd
ou
di
sk
re
ti
za
ci
X
je
m
at
ic
e
s
pr
vk
y
C

ps
i
,s

j
q

p
oz
it
iv
ně
se
m
id
efi
ni
tn
í
a
na
op
ak
,
je
-l
i
pr
o
lib
ov
ol
ný
vý
b
ěr
b
od
ů
s
i
ko
va
ri
a-

nč
ní
m
at
ic
e
s
pr
vk
y
C

ps
i
,s

j
q
p
oz
it
iv
ně
se
m
id
efi
ni
tn
í,
de
fin
uj
e
C
ko
va
ri
an
čn
í

fu
nk
ci
.

M
at
ic
e
M
je
v
[1
1]
ko
ns
tr
uo
vá
na
ta
k,
že
je
p
oz
it
iv
ně
de
fin
it
ní
a
je
jí

pi
,j

q-
tý
pr
ve
k
M

ij
je
ro
ve
n
%

p}
s
i

´
s
j
}
R

3
q,
kd
e
%
:

r0
,8

q
Ñ

r0
,1

s
je
fu
nk
ce
s
ko
m
-

pa
kt
ní
m
no
si
če
m
a

}
¨}
R

3
je
no
rm
a
v
pr
os
to
ru

R
3
.
Ji
ný
m
i
sl
ov
y,

%
je
m
ož
né

zt
ot
ož
ni
t
s
do
bř
e
de
fin
ov
an
ou
ko
re
la
čn
í
fu
nk
cí
a
(5
)
te
dy
m
od
el
uj
e
ko
va
ri
-

an
ci
p
ol
e
ja
ko
Sc
hu
rů
v
so
uč
in
vý
b
ěr
ov
é
ko
va
ri
an
ce
s
ko
re
la
čn
í
m
at
ic
í
da
no
u

fu
nk
cí

%
.
Z
ko
ns
tr
uo
va
t
ta
ko
vo
u
fu
nk
ci
(z
ej
m
én
a
s
ko
m
pa
kt
ní
m
no
si
če
m
)
je

ne
tr
iv
iá
ln
íp
ro
bl
ém
,k
te
rý
m
se
za
bý
vá
čl
án
ek
[8
],
z
ně
ho
ž
je
v
[9
]v
za
ta
fu
nk
ce

%
hl
ad
ká
a
m
on
ot
ón
ně
kl
es
aj
íc
í
k
nu
le
,
ko
nk
ré
tn
ě
jd
e
o
p
ol
yn
om
pá
té
ho
řá
du

[8
,
vz
ta
h
(4
.1
0)
].
G
ra
f
tv
ar
em
př
ip
om
ín
á
pr
av
ou
p
ol
ov
in
u
G
au
ss
ov
y
kř
iv
ky
,

kt
er
á
vš
ak
na
bý
vá
nu
lo
vé
ho
dn
ot
y
v
ko
ne
čn
é
vz
dá
le
no
st
i,
co
ž
za
ji
šť
uj
e
ří
d-

ko
st

M
.

Ji
ž
p
od
ná
zv
em
ta
pe
ri
n
g
se
ta
to
re
gu
la
ri
za
čn
ím
et
od
a
ob
je
vu
je
v
čl
án
ku
[7
],

kd
e
se
m
at
ic
e
M
ur
ču
je
z
m
in
im
al
iz
ac
e
vz
dá
le
no
st
im
ěř
en
é
st
ře
dn
íč
tv
er
co
vo
u

ch
yb
ou

M
S
E

pS
2
q

“
E

}
Σ

´
S
2
}
2 F

“
E

`

tr
`

pΣ
´
S

˝
M

q2
˘
˘

.
(6
)

M
in
im
al
iz
ac
e
by
se
m
ěl
a
pr
ov
ád
ět
př
es
tř
íd
u
p
oz
it
iv
ně
de
fin
it
ní
ch
m
at
ic

M
,

co
ž
je
vý
p
oč
et
ně
ná
ro
čn
é.
T
ot
o
om
ez
en
í
se
pr
ot
o
ig
no
ru
je
a
vý
sl
ed
ná
m
a-

28

In
fo
rm
ač
ní
B
ul
le
ti
n
Č
es
ké
st
at
is
ti
ck
é
sp
ol
eč
no
st
i,
4/
20
20

m
od
el
s
ar
e
us
ed
to
de
sc
ri
b
e
th
e
de
ca
y
of
ei
ge
nv
al
ue
s
or
to
m
od
el
th
e
co
va
ri
-

an
ce
m
at
ri
x
or
it
s
in
ve
rs
e.
P
ar
am
et
er
s
of
th
e
co
rr
es
p
on
di
ng
m
od
el
s
ca
n
b
e

es
ti
m
at
ed
by
st
an
da
rd
st
at
is
ti
ca
l
te
ch
ni
qu
es
.

K
ey
w
or
d
s:
co
va
ri
an
ce
m
at
ri
x,
es
ti
m
at
or
,
hi
gh
-d
im
en
si
on
,
re
gu
la
ri
za
ti
on
.

1.
Ú
vo
d

V
to
m
to
čl
án
ku
se
bu
de
m
e
za
bý
va
t
m
et
od
am
i
od
ha
du
va
ri
an
čn
í
m
at
ic
e
ná
-

ho
dn
éh
o
ve
kt
or
u
X

“
pX

1
,.
..
,X

p
qJ
dé
lk
y
p
za
lo
že
ný
m
i
na
ná
ho
dn
ém
vý
-

b
ěr
u,
je
ho
ž
ro
zs
ah

N
je
vý
ra
zn
ě
m
en
ší
ne
ž
p
.
N
ej
dů
le
ži
tě
jš
í
ap
lik
ac
e
tě
ch
to

m
et
od
se
tý
ka
jí
ví
ce
di
m
en
zi
on
ál
ní
ch
ná
ho
dn
ýc
h
p
ol
í,
ze
jm
én
a
v
pr
os
to
ro
vé

st
at
is
ti
ce
,
kd
y
na
př
ík
la
d
v
ka
žd
ém
z
50
0
00
0
(“

p
)
b
od
ů
tř
íd
im
en
zi
on
ál
ní

m
ří
žk
y
o
ro
zm
ěr
ec
h
1
00

ˆ
10
0

ˆ
50
zj
iš
ťu
je
m
e
ho
dn
ot
u
ur
či
té
pr
om
ěn
né
,
za
-

tí
m
co
do
st
up
ný
ná
ho
dn
ý
vý
b
ěr
m
á
ro
zs
ah
v
řá
du
de
sí
te
k.
T
ak
ov
á
si
tu
ac
e
je

ty
pi
ck
á
pr
o
at
m
os
fé
ri
ck
é
vě
dy
,
kd
e
st
av
at
m
os
fé
ry
p
op
is
ov
an
ý
nu
m
er
ic
ký
m

m
od
el
em
m
á
vy
so
ko
u
di
m
en
zi
,
al
e
vý
p
oč
et
ní
ná
ro
čn
os
t
m
od
el
u
ne
do
vo
lu
je

pr
ac
ov
at
s
ve
lk
ým
p
oč
te
m
„s
cé
ná
řů
ÿ
a
tv
oř
it
ná
ho
dn
é
vý
b
ěr
y
o
ve
lk
ém
ro
z-

sa
hu
,
kt
er
é
by
do
bř
e
p
op
is
ov
al
y
st
oc
ha
st
ic
ké
vl
as
tn
os
ti
m
od
el
ov
ýc
h
p
ol
í.

K
ro
m
ě
pr
os
to
ro
vé
st
at
is
ti
ky
se
pr
ob
lé
m
od
ha
do
vá
ní
va
ri
an
čn
ím
at
ic
e
v
si
-

tu
ac
i
m
al
éh
o
vý
b
ěr
u
ob
je
vu
je
v
m
no
ha
da
lš
íc
h
ob
or
ec
h,
na
př
.
fin
an
čn
ic
tv
í,

ge
ne
ti
ce
,
lé
ka
řs
ké
st
at
is
ti
ce
,
ep
id
em
io
lo
gi
i
ne
b
o
zp
ra
co
vá
ní
ob
ra
zu
.
Je
dn
ou

z
ty
pi
ck
ýc
h
úl
oh
,
kd
e
od
ha
d
va
ri
an
čn
í
m
at
ic
e
hr
aj
e
kl
íč
ov
ou
ro
li,
je
za
čl
eň
o-

vá
ní
ak
tu
ál
ní
ch
p
oz
or
ov
án
í
do
dy
na
m
ic
ké
ho
sy
st
ém
u
(t
zv
.
da
to
vá
as
im
ila
ce
).

M
et
od
y
od
ha
du
uv
ed
en
é
v
to
m
to
čl
án
ku
js
ou
ur
če
ny
ze
jm
én
a
pr
o
tu
to

ap
lik
ac
i,
ta
k
ja
k
se
p
ou
ží
vá
ve
vě
dá
ch
o
at
m
os
fé
ře
.
P
ří
sl
uš
né
ná
ho
dn
é
p
ol
e

pa
k
ob
sa
hu
je
na
př
.h
od
no
ty
rů
zn
ýc
h
m
et
eo
ro
lo
gi
ck
ýc
h
ve
lič
in
.P
ři
m
od
el
ov
án
í

va
ri
an
čn
íc
h
m
at
ic
ví
ce
ro
zm
ěr
ný
ch
p
ol
ís
e
ob
vy
kl
e
b
od
y
m
ří
žk
y
us
p
oř
ád
aj
íd
o

ve
kt
or
u,
na
př
ík
la
d
u
dv
ou
ro
zm
ěr
né
ho
p
ol
e
se
zk
on
st
ru
uj
e
ve
kt
or
ob
sa
hu
jí
cí

p
os
tu
pn
ě
vš
ec
hn
y
sl
ou
p
ce
m
at
ic
e
m
ří
žk
y.
V
ek
to
r
X
v
da
lš
ím
te
xt
u
ob
vy
kl
e

zn
ač
í
ta
kt
o
us
p
oř
ád
an
é
ná
ho
dn
é
p
ol
e.
P
ak
je
m
ož
né
p
ou
ží
t
rů
zn
é
m
et
od
y

od
ha
du
vč
et
ně
st
an
da
rd
ní
ch
,
je
vš
ak
tř
eb
a
vz
ít
v
úv
ah
u
sp
ec
iá
ln
í
st
ru
kt
ur
u

va
ri
an
čn
í
m
at
ic
e
vy
pl
ýv
aj
íc
í
z
p
ov
ah
y
p
ův
od
ní
ho
pr
ob
lé
m
u.

V
ce
lé
m
čl
án
ku
bu
de
m
e
př
ed
p
ok
lá
da
t,
že
ro
zd
ěl
en
ív
ek
to
ru

X
m
á
ko
ne
čn
é

dr
uh
é
m
om
en
ty
a
oz
na
čí
m
e
va
rp
X

q
”

Σ
.
St
an
da
rd
ní
m
od
ha
de
m
va
ri
an
čn
í

m
at
ic
e
Σ
za
lo
že
ný
m
na
ná
ho
dn
ém
vý
b
ěr
u
X

1
,.
..
,X

N
je
vý
b
ěr
ov
á
va
ri
an
čn
í

m
at
ic
e

S
“

1

N
´
1

N
ÿ k
“
1

pX
k

´
X

qp
X

k
´
X

qJ
,

(1
)
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B
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param
etrů

ρ
,ν
hledá

prostřednictvím
m
inim
alizace

středníkvadratické
ztráty

m
in

ν
,ρ

E
}ρ
ν
I

`
p1

´
ρ

qS
´
Σ

}
2F
,

kde
}A

}
F

“
a

trpA
A

J
q
značí

F
rob
eniovu

norm
u
m
atice

A
.
P
ři
výp
očtu

m
i-

nim
alizace

se
využije,

že
E
S

“
Σ
.
A
utoři

zjistili,
že
optim

ální
koeficienty

lineární
kom
binace

(2)
jsou

ν
“

1p
trpΣ

q,
ρ

“
β
2

α
2

`
β
2

“
β
2

δ
2
,

(3)

kde

β
2

“
1p
E

}S
´
Σ

}
2F
,

α
2

“
1p

}Σ
´
ν
I

}
2F
,

δ
2

“
1p
E

}S
´
ν
I

}
2F
,

které
b
ohužel

závisejí
na
neznám

é
varianční

m
atici

Σ
.
V
článku

[16]
lze
ale

nalézt
pro
param

etry
ν
,
β
,
α
a
δ
konzistentní

odhady.
Jejich

dosazením
do
(2),
s
využitím

vztahu
(3)
pro

ρ,
pak
získám

e
p
ozitivně

definitní
odhad

m
atice

Σ
.

D
ůvod,

proč
odhad

(2)
funguje

dobře,
lze
nahlédnout

z
toho,

že
výb
ěrová

vlastní
čísla

(tj.
vlastní

čísla
výb
ěrové

varianční
m
atice

S
)
jsou

více
rozptý-

lena
kolem

svého
prům

ěru
než
skutečná

vlastníčísla
Σ
.V
[16]je

dokázáno,že
p
oužitím

konvexní
kom
binace

(2)
dojde

ke
sm
rštění

výb
ěrových

vlastních
čí-

sel
k
jejich

prům
ěru,
a
tím
k
celkovém

u
zlepšení

odhadu.
M
yšlenka

vylepšení
odhadu

variančním
atice

prostřednictvím
sm
rštěnívýb

ěrových
vlastních

čísel
k
jejich

prům
ěru
je
p
odrobněji

p
opsána

v
přehledovém

článku
[18].

V
zorec

(2)
m
ůže
m
ít
ob
ecnější

tvar

S
˚1

“
ρ
T

`
p1

´
ρ

qS
,

(4)

kde
T
je
cílová

m
atice

(tzv.
target

m
atrix

),
která

disp
onuje

kýženým
i
vlast-

nostm
i
varianční

m
atice,

jako
je
plná

hodnost
a
p
ozitivní

definitnost.
C
ílová

m
atice

T
se
často

volí
diagonální.

M
ísto
přím

ého
odhadu

koeficientu
ρ
ve
vzorci

(4),
p
opř.

(2),
lze
sm
rštění

dosáhnout
také

tak,
že
se
dostupný

náhodný
výb
ěr
rozšíří

o
další

sim
ulovaná

p
ozorování,

která
se
nagenerují

z
rozdělení

s
varianční

m
aticí

T
.
Z
takto

vzniklého
soub

oru
se
pak
vyp
očte

výb
ěrová

varianční
m
atice

(1).
T
ato
pro-

cedura
m
á
p
odobný

efekt
jako

sm
rštěníp

ůvodnívýb
ěrové

variančním
atice

S
k
cílové

m
atici

T
.K
onstrukce

nových
členů

se
odvíjíod

předp
okládaných

sta-
tistických

vlastností
náhodného

vektoru
X
.
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V
ědecké

a
odb
orné

články

kde
X

“
1N

ř

Nk
“
1
X

k .V
našísituacim

alého
p
očtu

p
ozorováníje

to
odhad

ne-
kvalitní

a
trpí
celou

řadou
nedostatků.

Je-li
rozdělení

X
sp
ojité

a
p

{N
ă

1,
ale
ne
dostatečně

blízké
nule,

je
sice

m
atice

S
skoro

jistě
invertibilní,

ale
je
obvykle

špatně
p
odm
íněná,

což
m
im
o
jiné

znam
ená,

že
její
inverze

S
´
1

je
nekvalitním

odhadem
m
atice

Σ
´
1.
V
případě

p
ą

ą
N
m
á
již
m
atice

S
nízkou

hodnost
a
výp
očet

její
inverze

není
vůb
ec
m
ožný.

O
dhad

m
atice

přes-
nosti

Σ
´
1
je
přitom

v
řadě

situací
klíčový.

K
e
špatné

p
odm
íněnosti

m
atice

S
se
přidává

jako
dalšínežádoucíjev

výskyt
tzv.rušivých

kovariancí(angl.spu-
rious

covariances),
což
jsou

nereálně
vysoké

odhady
kovariancí

vzniklé
p
ouze

v
důsledku

m
alého

rozsahu
výb
ěru.

V
tom
to
článku

se
zam
ěřím
e
na
m
etody

regularizace
odhadu

varianční
m
atice,

kde
regularizací

rozum
ím
e
lib
ovolnou

techniku
vedoucí

k
regulární

m
atici,

která
bude

dobrým
odhadem

skutečné
varianční

m
atice.

M
etody

re-
gularizace

m
ůžem

e
dělit

na
neparam

etrické
a
param

etrické,
dále

rozlišovat
p
odle

toho,
zda
probíhají

v
p
ůvodním

(fyzickém
)
prostoru

neb
o
v
transfor-

m
ovaném

prostoru
(sp
ektrálním

,
w
aveletovém

),
a
konečně

také
p
odle

toho,
zda
je
regularizována

varianční
m
atice

neb
o
její
inverze.

N
íže
p
opsané

nepa-
ram
etrické

m
etody

se
často

dají
analogicky

p
oužít

i
p
o
transform

aci,
proto

je
v
sekci

2.
uvedem

e
jen
ve
fyzickém

prostoru.
V
sekci

3.
p
opíšem

e
různé

para-
m
etrické

m
odely

založené
na
dodatečných

předp
okladech

o
struktuře

odhado-
vané

varianční
m
atice,

a
to
jak
ve
fyzickém

prostoru,
tak
v
transform

ovaném
prostoru

a
pro
inverzní

varianční
m
atici.

2.
N
ep
aram

etrické
m
eto
d
y

2.1.
O
d
h
ad
m
eto
d
ou
sm
rštěn

í
(tzv
.
sh
rin
kage

o
d
h
ad
)

Je
znám

o,
že
deficit

v
rozsahu

výb
ěru
m
á
za
následek

zkreslení
struktury

vlastních
čísel

výb
ěrové

varianční
m
atice

v
tom

sm
yslu,

že
největší

(nejm
en-

ší)
vlastní

čísla
jsou

při
odhadu

nadhodnocena
(p
odhodnocena).

C
elá
řada

m
etod

se
zabývá

korekcí
tohoto

fenom
énu.

P
říkladem

m
ohou

být
odhady

m
etodou

sm
rštění,

tzv.
shrin

kage
odhady.

A
si
nejznám

ější
z
nich

je
lineární

shrin
kage

odhad
definovaný

v
článku

[16],
který

je
dobře

p
odm
íněný

a
vede

ke
zpřesnění

odhadu
varianční

m
atice,

aniž
by
se
předp

okládala
jakákoliv

sp
eciální

struktura.
T
ento

odhad
je
tvaru

S
1

“
ρ
ν
I

`
p1

´
ρ

qS
,

(2)

kde
0

ă
ρ

ă
1
a
ν

ą
0.
V
ýsledný

odhad
tedy

vzniká
sm
rštěním

výb
ěrové

varianční
m
atice

S
k
diagonální

m
atici.

V
článku

[16]
se
optim

ální
odhad
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