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Dobr4 zpréva pro ptiznivce tvorby Zdetika Fabidna, mj. autora hitu Jaro, viz
statspol.cz/konference/robust/robust-pisen-jaro/. V neddvné dobé
vy$ly dvé jeho nové e-knihy. Knihy jsou nabizeny za Batovské ceny v ¢etnych
internetovych knihkupectvich. Pfipominame také, ze k dostani, tentokrat jak
v tisténé podobé (Luxor), tak jako e-kniha (nap¥. Alza) je i Zdetikova knizka
Ulety Matgje Broucka, vydana v roce 2018.

V pondéli ndm praskla osi¢ka. Necekané zrozeni pisnickéfe na ved-
lejsi ivazek, humorné pisnicky z doby normalizace i pisnic¢ky z doby dnesni,
s doprovodnymi povidkami a pohadkou vypravénou jazykem Rudého prava.

Zapalky nepatfi do rukou zvifat. Humorné vypravéni o autorové
détské vasni sbirani krabicek od sirek, kterymi jsou dale ilustrovany ciny
a nazory zviratek z doby normalizace i z té dnesni, které se provizorné rika
porevolu¢ni, a ktera jisté casem dostane trefnéjsi jméno.

Ulety Maté&je Broucka. Autor, skryt za pseudonymem RNDr. Matéj
Broudek, listuje, feceno s Simkem a Grossmannem, ve svém brozovaném zi-
voté. Podobné jako slavny jmenovec, i on je cestovatelem. Autor jej vysila do
neprili§ exotickych destinaci, které jen trochu zcestovately Ctendr jisté znd,
a to ne proto, aby objevoval nové demografické, geologické, geografické, etno-
grafické, pornografické ¢ kulturni vydobytky, ale aby se porval s drobnymi
lapéliemi, které mohou ¢ihat na sluzebnich cestach, védeckych konferencich,
na dovolené nebo tfeba na vojenském cviceni ¢i v laznich. A taky Ze ¢ihaly.
Zatimco piihody Matéjova predskokana popisované panem Cechem jsou od
A do Z vyfabulované, procento pravdivosti piihod v této kniZce je 100 — &,
kde € je ¢islo mensi nez malé.
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ROZLISOVANI REALIZACI NAHODNYCH MNOZIN

DISTINGUISHING BETWEEN REALISATIONS OF
RANDOM SETS

Katefina Helisova!, Jakub Standk?®

Adresa: 'FEL CVUT v Praze, Technicka 2, 166 27 Praha 6; 2MFF UK, So-
kolovska 83, 186 75 Praha 8

E-mail: heliskat@fel.cvut.cz, stanekj@karlin.mff.cuni.cz

Abstrakt: Clanek je piehledem dosud zkoumanych a publikovanych metod
rozliSovani dvou realizaci ndhodnych mnozin ve smyslu rozhodnuti, zda jsou
si realizace (ne)podobné svymi zakladnimi rysy. Metody se zaméfuji na rtizna
pojeti podobnosti realizaci, pfi¢emz vsechny jsou zaloZzené na dvou nahod-
nych vybérech funkci — po jednom z kazdé realizace — popisujicich specifické
rysy komponent. Shoda pravdépodobnostnich rozdéleni téchto funkci je pak
testovana a realizace jsou povazovany za podobné, jestlize shoda neni zamit-
nuta. Metody jsou zde struéné popsany a numericky ilustrovany na simula¢ni
studii. Na zavér je pak uvedeno srovnani vyhod a nevyhod jednotlivych me-
tod.

Kli¢ova slova: Morfologicky skelet, N-vzdalenost, ndhodnd mnozina, obél-
kovy test, opérna funkce, podobnost, realizace, sousedstvi komponenty, spo-
jitd komponenta.

Abstract: The paper concerns an overview of recently developed methods for
comparing two realisations of random sets in the sense of deciding whether the
basic features of the realisations are (dis)similar. The methods concern differ-
ent definitions of similarity while all of them are based on deriving a sample of
functions from each realisation, which describe the shapes or even the mutual
positions of the realisation components. The equality of probability distribu-
tions of the functions is then tested, and the realisations are considered to
be similar if the eguality is accepted. The methods are briefly described,
their advantages and disadvantages are mentioned, and the conclusions are
justified by a simulation study.

Keywords: Morphological skeleton, A/-distance, Random set, Envelope test,
Support function, Similarity, Realisation, Neighborhood, Connected compo-
nent.

1. Uvod

Realizaci ndhodné mnoziny si mzeme pfedstavit jako geometrické znazor-
néni objektu, jehoz tvar je vysledkem néjakého ndhodného procesu. Takovym




Védecké a odborné clanky

objektem muze byt tfeba rostlinny porost, vyskyt konkrétniho nerostu v hor-
niné, shluk bunék v tkani apod. Matematické a zvlasté pak statistické studie
nahodnych mnozin, tedy procesi, kterymi jsou vysSe popsané objekty vy-
tvafeny, ndm mohou pFinést spoustu uziteénych informaci o chovani téchto
procesi, a tudiz i o moznostech jejich regulace a praktického vyuziti.

V poslednich letech se modelovani a statistické analyzy nahodnych mnozin
staly velice popularnimi, a to zvlasté diky rozvoji vypocetni techniky umoznu-
jici rozsahlé simulaéni studie, na nichz jsou tyto analyzy casto zaloZeny. Z teo-
retického hlediska se jimi zabgvali napf. [12], [13] nebo [20], jini pak zkoumali
jejich aplikace napf. v biologii [15], lékafstvi [8], materidlovych védach [19]
a dalsich oblastech.

Obvykle se pro realizaci ndhodné mnoziny (v praxi pak vétSinou bindrni
obrazek, ktery je aproximaci této realizace v daném rozliSeni) snazime na-
1ézt vhodny model. Ob¢as ale znalost konkrétniho modelu neni nutnd, nebot
je nasim cilem porovnani dvou ¢i vice realizaci ve smyslu rozhodnuti, zda
realizace pochézeji ze stejného procesu, viz napf. rozliSovani tkané zasazené
budto zhoubnym nadorem nebo mastopatii [16].

A pravé takovym porovnanim se zabyvaji nize popsané metody. Na za-
kladé podobnosti dvou realizaci rozhoduji, zda pfislusné dva objekty mo-
hou pochézet ze stejného vytvafeciho zdroje (napf. rakovinové bujeni vs. ne-
zhoubny nador, zdravy rostlinny porost vs. porost zasazeny $ktidcem apod.).
Jen poznamenejme, ze samotné prifazeni realizaci ke konkrétnim procesim
tento ¢lanek nefesi, to je tloha klasifikace. Zde se zabyvame pouze otazkou,
zda jsou si dvé realizace podobné ¢i nikoliv. Podobnost je zde definovana jako
shoda pravdépodobnostnich rozdéleni skupiny funkei, které mnozinu popisuji.
Pro rtizné metody jsou vSak tyto funkce rtizné, nebot v riznjych praktickych
situacich nés zajimaji rozdilné aspekty (napf. v piipadé tkané nds zajima
hlavné tvar bunék, zatimco v pripadé rostlinnych porosti i vzajemna po-
loha shlukt rostlin), tudiz nékteré metody mohou dvé realizace povazovat
za podobné a jiné je mohou rozlisit. Nasim cilem tedy neni konstrukce testi
shody pravdépodobnostnich rozdéleni ndhodnych mnozin, z niz realizace po-
chazeji, nybrz testovani podobnosti realizaci dle odpovidajici definice. Roz-
lisenim dvou realizaci pak mame na mysli situaci, kdy test podobnost realizaci
zamitne.

Prestoze existuji klasické nastroje pro popis ndhodnych mnozin jako napft.
kovarian¢n{ funkce [1], kontaktni distribu¢ni funkce [1], funkce na morfolo-
gickych operacich (dilatace, eroze, otevirani a zavirdni mnoziny) [20], gra-
nulometrickd funkce [20] atd., jsou situace, kdy tyto charakteristiky nemusi
byt k rozliseni dvou realizaci dostatecné. VSechny navic maji tu nevyhodu,
Ze pro jednu realizaci vzdy obdrzime pouze jeden odhad dané funkce, takze
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NEDAVNO VYDANE KNIHY
RECENTLY PUBLISHED BOOKS

Redakce casopisu

Nakladatelstvi VSE Oeconomica zacatkem zafi 2020 vydalo v elektronické
podobé dvoudilna skripta dostupné zdarma R snadno a rychle od ¢esko-
-slovenského autorského tandemu Jakub Danko a Karel Safr. Naprosty za-
Catecnik se v nich muZe na pracovni Grovni sezndmit se zdklady jazyka R,
vizualizaci dat a programovanim.

Prvni uéebni text je vénovéan zdkladtim programovéani v jazyku R se za-
meéfenim na studenty kvantitativnich obort nejen Fakulty informatiky a sta-
tistiky. Publikace vyuzitelna téZ pro vSechny zéjemce o analyzu dat v soft-
waru R. Ucebni text zahrnuje zdklady samotného programovaciho jazyka,
zpracovani a pripravu dat pro statistické zpracovani, aplikaci zakladnich i po-
krodilych statistickych metod v R a taktéz prezentaci a vizualizaci vystupt.

V druhé publikaci autofi vysvétluji problematiku od instalace pro-
gramu az po vyuziti pokrodilych nastroji pro analyzu dat. Kniha je urcena
vSem zajemclim o program od zacatecnikli po stfedné pokrocilé uzivatele.

Publikace jsou ke stazeni a vice informaci hledejte na webu nakladatelstvi
Oeconomica:

https://oeconomica.vse.cz/publikace/r-snadno-a-rychle-1

https://oeconomica.vse.cz/publikace/r-snadno-a-rychle-2

R SNADNO A RYCHLE 1: R SNADNO A RYCHLE 2:

UVOD DO JAZYKA VIZUALIZACE DAT
A PROGRAMOVANI

Vysokd skola ekonomické v Praze Vysoka skola ekonomlickd v Praze

Jakub Danko Karel Safr
Karel Safr Jakub Danko
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ronment, social inequalities, etc.) In your analysis, you may concentrate on
individuals, a single region (e.g., your own country), a continent or even the
entire world.

Your entry must be submitted as a poster in PDF format and
you must clearly specify the source of your data, i.e., by listing the relevant
URLs and the steps required to obtain the data.

The competition is open to everyone who is interested in presenting their
poster at WSC 2021. You are allowed to work individually or in a small
group of up to five participants on your poster. Posters will be judged ac-
cording to these criteria:

1. Appropriateness of analysis.
2. Novelty of approaches used in the analysis.

3. Clarity of objectives, approaches, data management, displays, and
results.

4. Significance of findings.
5. Generalizability of approaches to data sets in other areas.
6. Overall quality of poster.

Not all posters are expected to meet all criteria to the same degree. Your
poster may contain links to databases, computer programs, animations, and
other external sources and it may (but need not) be accompanied by a short
description (maximum five pages). All materials must be submitted in PDF
format.

Updates and results of previous editions of the Data Analysis Competition
may be found at https://iasc-isi.org/data-analysis-competition/.

Deadline for submission
Final submissions (PDF) are due on 30th April 2021.
Submit to: dac.iasc@email.cz.

Further information
For all inquiries contact:
Associate Professor Zden¢k Hlavka: dac.iasc@email.cz.

Zden€k Hlavka Jiirgen Symanzik
Chairman of the Organizing Committee President of the TASC
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srovnani realizaci pak probiha vice méné optickym porovnanim téchto funkeci,
nikoliv formalnim statistickym testem shody pravdépodobnostnich rozdéleni
skupiny funkci, ktera nam definuje podobnost. Timto problémem se v po-
slednich letech zabyvaly publikace [3], [5], [6] a [7], jejichz pfehled, struény
popis a srovnani jejich vyhod a nevyhod je naplni tohoto ¢lanku.

Clanek je organizovan nasledovné. Kapitola 2. uvadi zékladni definice
a jiz existujici teoretické vysledky pouzité v dale popisovanych metodach,
v kapitole 3. popiSeme tyto metody a nakonec je v kapitole 4. porovname
a vysledky ilustrujeme na simulacéni studii.

2. Teoretické zaklady

2.1. Nahodné mnoZiny a mozaiky

Definice 2.1. Necht F je rodina uzaviengch mnoZin a C rodina kompakt-
nich mnoZin v R%. Necht (Q,X, P) je pravdépodobnostni prostor. Zobrazeni
X : Q — F se nazyvd ndhodnd uzaviend mnozina, jestlie pro kaZdou kom-
paktni mnoZinu K € C plati {we Q: X n K # J} € ¥. Rozdéleni Px nd-
hodné mnoziny X je ddno vztahem Px(F) = P ({we Q:X(w)e€ F}) pro
F € B(F), kde B(F) je borelovskd o-algebra na F.

Poznamka 2.1. Je-li mnoZina hodnot zobrazeni X sloZend pouze z kon-
vexnich kompaktnich mnozin, coZ v nekterych pasdzich nize predpokladame,
mluvime o X jako o ndhodné konverni kompaktni mnoziné.

Pro jednoduchost si pro nase ucely mizeme predstavit nAhodnou mnozinu
jako dvoudimenziondlni geometricky objekt ndhodného tvaru. Realizaci X
nahodné mnoziny X pak myslime konkrétni tvar, tj. konkrétni mnozinu X =
X (w) pro dané w. JelikoZ v praxi obvykle dostdvame realizace ve formé di-
gitalnich binarnich obrazkd, budeme pouzivat pojem ,realizace” i pro tyto
obrazky. Pro praci s realizacemi pak budeme potiebovat nasledujici pojmy.

Definice 2.2. Pro mnoZiny X,Y € F definujeme Hausdorffovu metriku
(X, = wax {sup nf o o1 sup i o o1}
reX YEY yey zeX

kde |-| 2naci eukleidovskou vzddlenost na R2.

Pro bindrni obrazky slozené z ¢ernych a bilych pixeld, které pro vypocetni
ucely reprezentujeme matici jednic¢ek a nul, definujeme nasledujici pojem.

Definice 2.3. Frobeniova norma matice A o rozmérech m x n je definovana
y 1/2
vztahem HA”F = (Z?; ZL1(“U)2) .
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Vyznamna ¢ast teorie ndhodnych mnozin je vénovana nahodnym konvex-
nim kompaktnim mnozindm. Jedna z nize prezentovanych metod je primo
zaloZena na aproximaci realizaci témito mnozinami, pfi¢emz hlavni roli zde
hraje nasledujici funkce.

Definice 2.4. Pro (ndhodnou) konverni kompaktni mnoZinu X definujeme
jeji opérnou funkci
hx(u) = suplu,z), wue db(0,1),
zeX
kde 0b(0,1) je jednotkovd sféra v R?, tj. kruznice se stiedem v pocdtku a jed-
notkovym polomérem.

Body na jednotkové sféfe pritom muzeme nahradit ihly mezi vodorovnou
osou a spojnici poc¢atku s pfislusnym bodem na kruznici. Pak opérnou funkeci
intepretujeme jako vzdalenost pocatku od opérné nadroviny, tj. od pfimky,
ktera je kolma na dany smér a lezi v maximalni mozné vzdalenosti tak, aby
s danou mnozinou méla neprazdny prinik, viz obr. 1. Jinymi slovy opérna
funkce popisuje jisty dosah mnoziny ve vSech smérech.

2 1,4 24 1,4

11 1,3 14 1,21

0 1,24 01 1,0

—14 1,14 —14 0,8

—24 1,0 —2 0,64
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
-2 -1 0 1 2 0123 456 -2 -1 0 1 2 01 23456

Vv

pro centrovany geometricky objekt s rovnymi hranicemi (levé dva obrézky),
a pro kruh se stfedem v pocatku, tedy pro centrovany geometricky objekt
se zaoblenymi hranicemi (pravé dva obrazky).

Véta 2.1 (Lavie [10]). Dvé ndhodné konvezni kompaktni mnoZiny jsou stejné
rozdélené€ pravé tehdy, jsou-li stejna vsechna konecné-dimenziondlni rozdéleni
jejich opérnych funkci.

Nakonec definujeme specidlni mozaiku tvofenou prinikem Voronoiovy
mozaiky [1] a sjednoceni kruht se stfedy v bodech generujicich tuto mozaiku.

Definice 2.5. Méjme {by,...,b,} konecnou konfiguraci kruhi se stiedy {x1,
Zo,...,Tn} a stejngmi poloméry. Oznaéme

By ={yeb;:|y—a| <|y—zj| pro vsechna j # i}.
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VYHLASENI SOUTEZE:
DATA ANALYSIS COMPETITION 2021

ANNOUNCEMENT:
DATA ANALYSIS COMPETITION 2021

Zdenék Hlavka

E-mail: dac.iasc@email.cz

The International Association for Statistical Computing (IASC) announces
the Data Analysis Competition 2021.

IASC is an Association of the International Statistical Institute (ISI)
whose objectives are to promote the theory, methods, and practice of statis-
tical computing and to foster interest and knowledge in effective and efficient
statistical computing through international contacts among researchers and
professionals in statistics, computer science, and related areas at universities,
organizations, institutions, governments, and the general public in different
countries of the world, to convert data into information and knowledge.

For the 2021 Data Competition, winners will be invited to present their
work at the Data Science, Statistics, and Visualisation Conference
(DSSV-2021) to be held at Erasmus University, Rotterdam (July 7-9,
2021) or at some other event organized by IASC (see https://iasc-isi.
org/events-all/), depending on the current COVID-19 situation. The win-
ners will also be invited to submit a manuscript for possible publication
(following peer review) to IASC’s Journal of Data Science, Statistics,
and Visualisation (see https://jdssv.org). In addition, IASC will spon-
sor participation at the virtual 63rd ISI World Statistics Congress
(July 12-16, 2021) and one year IASC membership to all authors of
submissions selected by the Committee on Data Analysis Competition; see
https://iasc-isi.org/become-a-member/ for an overview of TASC mem-
bership benefits.

The theme of the 2021 competition is around the analysis of quality-of-
life related data and the submission should clearly describe the significance
of your findings either for individuals or for the society. The primary data
set may come from one or more databases but connecting information from
different databases may help to obtain interesting and original conclusions.

There are currently many sources related to the spread of COVID-19,
allowing to investigate topics like social inequalities in post-COVID-19 world
or to compare effects of governments’ actions, but we encourage you to in-
vestigate also any other quality-of-life related issues (health, education, envi-
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Blender udélal obii skok od verze 2.80 s tahem k nastroji Everything
Nodes, kdy pies grafické rozhrani (angl. shader nodes) by mély byt dostupné
téméf vSechny néstroje Blenderu, specidlné systém cCastic.

Lze doporudit YouTube kanal LiveNoding od Jimma Gunawaneho.

Znaky v CStS jsou vytvofené v Blenderu za pomoci proceduralnich textur
a vyrenderovany jako rastrové obrazky: C pies White Noise Texture, S pfes
Noise Texture, t pres Musgrave Texture a S pomoci Voronoi Texture.

6. Kompletace novoroc¢enky misto Zavéru

Pro TEXisty bude zajimava prvni ¢ast. Pres TikZ vkladam pozadi dovnit¥
znaki. Zde je minimélni ukézka ,,Ahoj svéte!“ bez a s vyfiznutim. Davam na
sebe pozadi velkych slov, mala slova a obrys velkych znaki.

\documentclass{article}
\pagestyle{empty}
\usepackage{tikz}
\begin{document}
\def\ukaz#1#2#3#4{Y,
\begin{tikzpicture}[text height=2ex, text depth=1lex]
\node{\Huge\bfseries\sffamily
\pgfsetstrokecolor{black}\pgfsetfillcolor{yellow}/,
\pdfextension literal {#1 Tr}J
\makebox [0pt] [1]{#2}%
\makebox [0pt] [1]1{\large
\pdfextension literal {#3 Trl}%
\tikz[trim left, baseline=0mm]
\tikz{\node [xshift=7mm, yshift=1.5mm, text height=2ex, text
depth=1ex]{\color{black}#4};
};% end of \tikz
}/, end of \makebox
\pdfextension literal {1 Tr 0.4 w})
\makebox [0pt] [1]{#2}%
};% end of \node
\end{tikzpicture},
}% end of \ukaz
\ukaz{1}{Ahoj}{0}{svéte!}\kern2cm \ukaz{1}{svéte!}{0}{Ahoj}\kern28mm
\ukaz{6}{Ahoj}{0}{svéte! }\kern2cm \ukaz{6}{svéte!}{0}{Ahoj}
\end{document}

sar0] smete!l Ao svete!

[...] but with Perlin noise I may pick numbers like this: 2, 3, 4, 3, 4, 5,

6,5,4,5,6,7[] Daniel Shiffman @ Perlin Noise and Flow Fields
Www.youtube.com/watch?v=sor1nwNIP9A
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Systém mnoZin B; se nazjvd Voronoiova mozaika na sjednocent kruhd | J;_, b;.

Poznamka 2.2. Bunky B; jsou mnoZiny bodi z kruhu b;, které jsou blize
stredu kruhu b; neZ stredu jakéhokoliv jiného kruhu, tedy se jednd o konverni
kompakitni mnoZiny, a tudiz je Voronoiova mozaika sjednocenim konvexnich
kompaktnich mnozin pokryvajicim celé sjednoceni kruhi UZ 1 bi

2.2. Morfologicky skelet mnoziny

Méjme X < R2, A ¢ R? obsahujici po¢étek, oznatme A = {—a : a € A}
aX,={z+a xeX}

Definice 2.6. Dilatace, eroze, otevieni a zavieni mnoZiny X kompaktnim
prokem (mnoZinou) A jsou definovdny dle [20] ndsledovné:

Da(X)=X®A={2eR*: A, n X # &} = Upes Xas
Ea(X)=XOA={2eR*: A, S X} = Nyor X,
OA(X) = Da(Ea(X)) = (X0 A) @ 4,

A(X) = Ea(Da(X)) = (X ® A)© A,

Dilataci si mtizeme pfedstavit jako zvétSeni, jakoby ,nafouknuti“, mnozi-
ny X (pokud je kompaktnim prvkem A kruh o poloméru r, coZ je v aplikacich
nejéastéjsi pfipad, jednéd se o zvétSeni mnoZiny X o péas Sifky r). Eroze je
naopak zmenseni mnoziny X. Otevieni si muzeme predstavit jako proces, kdy
mnozinu nejprve zmensime, ¢imz odstranime tenké vycénélky, a poté mnozinu
zase zvétsime. PTi operaci zavieni mnoziny naopak nejprve mnozinu zvétsime,
¢imz uzavieme tzka mista, a poté ji zase zmensime. Ukazku téchto operaci
vidime na obr. 2.

Definice 2.7. Kruh rB, se stredem v bodé x a polomérem r se nazyjvd maxi-
malni vzhledem k mnoziné X, pokud neexistuje Zddny jiny kruh B’ obsaZeny
celym povrchem v X a obsahujici v B, tj

rBpc BcX=rB,=PB.
Definice 2.8. Necht I¥** je mnoZina mazimdlnich kruhi vzhledem k X.
Morfologicky skelet (nebo také kostra; ddle jen skelet) SK(X) mnoZiny X je

definovdn jako mnoZina vsech stredu maximalnich kruhd, tj.

SK(X) = {xz; rB, € I¥™, r > 0}.
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"By

Obrazek 2: Ukazka morfologickych operaci z def. 2.6: (a) mnozina X, (b) kom-
paktni prvek A, (c) dilatace, (d) eroze, (e) otevieni a (f) zavieni mnoziny X
prvkem A.

Pro r > 0 ozna¢me S,(X) = {x € SK(X) : rB, € I¥**} r-tou skeletovou
podmnozinu. Je zfejmé, ze pak plati

X)=Js(x

>0

Nyni uvazujme X coby binarni obrazek. Kruh 7B je nahrazen diskrétni
aproximaci kruhu nB s polomérem n € N s vyuzitim manhattanské vzdale-
nosti, tj. nB = {(z,y) € Z%; |z| + |y| < n}. Najdéme N € N takové, Ze eroze
Enp(X) # & a E(nyi1yp(X) = &. Skelet SK(X) je pak definovin jako

kde S, (X) = E,p(X)\Op(E,p(X)) je analogie n-té skeletové podmnoziny
v diskrétnim ptipadé.

Algoritmus pro konstrukei skeletu je tedy nésledujici [11]:

1. n:=0, B := X,

2. E2 = E1 @B,

3. jestlize Fy = ¢J, pak N :=n, S,(X) := E; a STOP,

4. O = E2 @ B,

5. Sp(X) := E1\O,

6. n:=n+ 1, Ey := E5 a béz zpét na bod 2.
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Vaznéjsim zajemcim doporucuji knihu Patricio Gonzales Vivo a Jen Lowe:
The Book of Shaders se zvyraznénymi ukdzkami. Kniha vznika od roku 2015
a je stale v pripravé a ve vyvoji v OpenGL ES. Vaznym zajemcam pak do-
porucuji knihy Ebert, Musgrave, Peachey, Perlin a Worley: Texturing and
Modeling: A Procedural Approach, 3. vyd. z roku 2002 a z roku 2017 Tanya
X. Short a Tarn Adams: Procedural Generation in Game Design.

4. Koule na misto vykfi¢niku

Rust ma v ukézkach piiklad vzniku textury pasovanou na kouli. Je to pred-
chozi kéd, dalsi vygenerovany soubor texture_granite_sphere.png ve slozce
example_images. Rovnovnomérné rozdéleni bodu na kouli je znamy a vy-
feSeny problém, viz MathWorld. Jason Davies srovnava intuitivni feseni ve
sférické soustavé souradnic (vlevo), FeSeni s korekei (uprostfed) a aplikovany
Mitchelliv algoritmus vybéru nejlepsiho kandidata (koule vpravo). Charak-
teristikami se dostdvame na hranici modrého Sumu.

5. CStS aneb Vzorky pomoci proceduralnich textur

Situace se komplikuje, pokud zvolime obecny 3D objekt.

Existuje fada programii, které umi pracovat s texturami. Mezi nejvy-
raznéjsi svobodné programy pati{ Blender (zkr. BS). Ten je mezi ndmi uz od
roku 1988, jen o 10 let mladsi nez TEX (1978) a o 5 let starsi nez R (1993).
Nékteré postupy jsou vlastni, nékteré inspirované jinymi programy na 3D
grafiku. Jednou z inspiraci byl program Filter Forge, kde se uziva jazyk Lua.

Za pozornost davam knihu Richarda Egdahla Texture Magic: Procedural
Textures for Blender Cycles, kterou povazuji za pfedstavitele Blenderu do
verze 2.79b. Diilezité je, ze Blender je specialista na 3D a polozeni textur na
libovolné 3D objekty je pfirozeny krok grafiki.

Blender mé nadstavbu Sverchok (zkr. SV, rusky ceepuok) na paramet-
ricky definované 3D objekty. Pfichod nadstavby Animation Nodes (zkr. AN)
znamend meznik u animovani s naslednou moznosti tpravy texti.
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Druha cifra 2 vznikla v JavaScriptu v balicku simplex-noise pres npm.

3.3. Steven Worley

Dalsi skok prichédzi v roce 1996, kdy Steven Worley na konferenci pfedstavuje
tvorbu proceduralni textury.

Posledni cifra, 1, je z examples/texturegranite.rs z knihovny noise
v0.6.0 na crates.io, konkrétné soubor texture_granite_planar.png. Zis-
kavame malbu skoro jako od Jacksona Pollocka.

Po instalaci:

curl --proto ’=https’ --tlsvl.2 -sSf https://sh.rustup.rs | sh
echo "export PATH=$HOME/.cargo/bin:$PATH" >>~/.bashrc

source $HOME/.cargo/env

git clone https://github.com/Razaekel/noise-rs.git

cd noise-rs

cargo build

hH BH P P BH P

jsem spoustél cargo run --example texturegranite.

ST T R M T e TR E
e A T i T R

g o Fi ~ ¥
p &;w . S e . Pis / g
7 % 4 2,
=, LR - .t ar ,»-*;‘ % 3 Y c:“ E,_ n\\' & ‘{'
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Na obr. 3 je ukazka binarniho obrazku, jeho skeletu a rekonstrukce ptvod-
niho obrazku pomoci skeletu a pfislusnych maximalnich kruhi, tj. sjednoceni
vSech maximéalnich kruhti. Poznamenejme, Ze pro lepsi vizualizaci jsme pfi
zobrazeni rekonstrukce pouzili k vykresleni hranic maximalnich kruht jejich
spojitou verzi, tj. {(x,y) € R%; |z| + |y| = n}.

100 100 100
80 80+ \ / 80
60 60 60
40+ 40 40
20 20 / \ 20
0 — 0 — 0 —

T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Obrazek 3: Ukéazka bindrniho obrazku mnoziny (vlevo), jejiho skeletu (upro-

stied) a rekonstrukce piivodni mnoZiny pomoci skeletu a pfislusnych maxi-

malnich kruhd, tj. sjednoceni vSech maximélnich kruhit (vpravo; pro lepsi
vizualizaci zobrazeny pouze hranice téchto kruhi).

2.3. Testovani shody rozdéleni ndhodnych funkci

2.3.1. Obalkovy test Jako prvni test shody rozdéleni ndhodnych funkei
jsme pouzili tzv. obdlkovy test z [18] (lze jej nalézt také v Ceském jazyce
[17]), ktery funguje nésledovné.

Mgjme s+ 1 zaménitelnych (exchangeable) ndhodnych objektii, které jsou
popséany funkcionalnimi charakteristikami T;(u), ¢ = 1,...,s + 1, u € I (I je
indexovéd mnozina). Vime, ze Th(u),...,Ts4+1(u) pochézeji ze stejného roz-
déleni, a chceme testovat, zda T (u) pochazi z téhoz rozdéleni. Pro kazdé
u € I ozna¢me RZT (u), resp. Rj (u), poradi piislusné hodnoty T;(u) od nejmen-
sitho (potradi 1) do nejvétsiho (pofadi s + 1), resp. od nejvétsiho (poradi 1)
do nejmensiho (pofadi s + 1). Pro kazdé u € I, pak definujme u-tou hloubku
charakteristiky 7;(u) jako R;(u) = min (Rj(u)7 R} (u)) .

V praxi obvykle pozorujeme T;(u) na diskrétni indexové mnozing I =
{ur, ..., unt, tj. Ti(w) = (Ti(w1), ..., Ti(uy,)). Oznac¢me 3 = |(s + 2)/2], N; =

(Nih cee ng) 5 kde Nzlc = Z 1(Rz(u]) = ]{J), a deﬁnujme
j=1

Ni<Nj<=>EIm<'§Vk<m:Nik=Njk&Nim>ij.
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Pak p-hodnota testu je

1 S
= 1+
p s+1< 4

(2

1

+

1

Ukézku vypoétu R;(u) a N; lze vidét na obr. 4.

54 n Ri(1)=1 Ry(1)=2 Rs(1)=3 Ry(1)=2 Rs(1)=1
] 7 Ri(2)=2 R2(2)=1 R3(2)=2 R42)=2 Rs5(2)=1
sl 7 Ri(3) =1 Ra(3)=2 R3(3)=2 Ra(3)=3 Rs(3)=1
) T) Ri(4)=1 Ra(4) =1 R3(4)=2 R4(4)=3 Rs(4)=1
n 4

14 73 N; = (3,1,0), Ny = (2,2,0), N3 =(0,3,1),
04 | : : | Ny =(0,2,2), N5 = (4,0,0)

1 2 3 4 = N5 < N; < N3 < N3 <Ny

Obrazek 4: Ukazka vypoctu R;(u) a N; v obdlkovém testu.

Jelikoz v nasem pripadé budeme chtit testovat shodu rozdéleni dvou na-
hodnych funkei V) a ¢(2)| pouzijeme permutaéni verzi testu, kterd funguje

nasledovné. Mame dva vzorky funkeci, konkrétné tgl)(u), e t£,2 (u) ziskané
z realizace X a t§2)(u), - 12 (u) ziskané z realizace Y. Testovaci charakte-

ristika je dana normovanym rozdilem jejich priméri, tj.

_ 1M (w) — 1 (u)
Tufu) = Vvar tD(u) + var t@(u)

Déle pouzijeme permutacni Monte Carlo test, viz [2], tj. vezmeme vSechny
funkce tgl) (w),... 775,(7113 (u), tf) (u),..., t% (u) dohromady a vytvorime s jejich
nahodnych permutaci. Nasledné kazdou permutaci rozdélime na dvé skupiny
o rozsahu m; a ms funkei a analogicky spodteme T;(u), i = 2,...,5 + 1,
jako normovany rozdil priamért funkei z i-té permutace. Z hodnot T;(u) pak
spo¢teme N; a z nich nésledné hledanou p-hodnotu.

2.3.2. Test zaloZzeny na N-vzdalenosti Druhy test shody rozdéleni né-
hodnych funkci je zalozen na teorii N-vzdalenosti, viz [9], kterou strucéné
uvadime nize.

Necht X' je neprdzdnd mnozina. Uvazujme negativné definitni jadro L :
X xX—->Cl9.

Definice 2.9. Negativné definitni jadro L se nazyvd silné negativné definitni
jadro, jestlize pro libovolnou pravdépodobnostni miru p a libovolnou funkci f :

10
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Zobecnéni prinasi algoritmus Mitchell’s best-candidate, kdy se generuje
sada k bodl a vybira se z nich jen jeden, takovy, ktery je nevzdalenégjsi vici
vSem ostatnim. To ddv4 moZnost napf. volit riizny polomér kruht (&islice 0).

"ol
Zajemci mohou nahlédnout na mé starsi pokusy pies Lua, byt tedy uzité
algoritmy jsou pomalé.

3.2. Ken Perlin

Meznik pfedstavuje Perlintiv $um (angl. Perlin noise) z roku 1983 (pfispévek
Kena Perlina z roku 1985 se jmenuje An Image Synthesizer), kdy dochézi
k interpolaci mezi body. Tim lze snadno vytvaiet sSum ve 2D a 3D, se zahr-
nutim c¢asu ¢i barvy i ve vysSich rozmérech. Zde je typickd ukazka, vypada
to jak vyskovy model (angl. DEM) zndmy z geografickych inf. systémi.

Za pozornost stoji i ¢lanek Ken Perlin a Fabrice Neyret: Flow Noise. Po-
dobné vysledky dostavame pomoci algoritmu Simplex noise a volné dostupné
varianty OpenSimplex noise. Zde jsou dostupné implementace v Javé, Ja-
vaScriptu a nezapominejme na Rust. Zaujal mé ¢lanek Recursive Wang Tiles
for Real-Time Blue Noise. Pro studenty lze doporucit na YouTube kanal The
Coding Train Daniela Shiffmana v jeho oblibeném néstroji p5js a jeho knihu
The Nature of Code.
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Druhou stranou mince by byla dokonald mfizka z bodt. Spojeni obou
napadt vznikd stratifikovany vybér (angl. supersampling ¢&i jittered grid).
Prvné si plochu rozdélime na mensi ¢tverce a v kazdém volime po jednom
bodu. Chceme-li bodi vic, zjemnime mfizku. Dostavame pismenko F. Vizu-
alné je to lepsi, ale stale tam jsou misty body u sebe a obcas feky. To vadi
predevsim typografiim z ¢teného textu odstaved. U miizky se mohou objekty
prekryvat. Opét vzorek pres TikZ.

\documentclass{standalone}
\usepackage{tikz} \tikzset{inner sep=0pt, outer sep=0Opt}

\begin{document}
\begin{tikzpicture}
\draw[step=3.3333mm] (0,0) grid (100mm,100mm) ;
\foreach \x in {1,...,30} {
\foreach \y in {1,...,30} {

\pgfmathparse{3.3333*(rnd-1+\x)} \let\malx=\pgfmathresult
\pgfmathparse{3.3333*(rnd-1+\y)} \let\maly=\pgfmathresult
\node [xshift=\malx mm, yshift=\maly mm, circle, fill, minimum
width=1mm] {};
} % end of \foreach \y
} % end of \foreach \x

\end{tikzpicture}
\end{document}
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3. 2021 aneb Prtes stupné Sedi do barvy
Grafici sli dal.

3.1. Robert Bridson

Jason Davies (zde, je znam hlavné diky mraktim slov) ¢ Mike Bostock (zde,
zakladatel serverti bl.ocks.org a observablehq.com) pfedstavuji Bridsontv
algoritmus (2007) generovani bodt s geometrickym vztahem, Ze zZaddny novy
bod nesmi byt bliZ nez uréend vzdalenost (angl. Poisson-disc sampling). Nelze
jiz mluvit o pokusu nadhodného generovani, neb existuje mezi body vztah.
Vizualné je to pro lidské oko piijemné. Ukazka je v prvni ¢islici 2. Davies
vykresluje body pres canvas HTML5, Bostock do svg pies D3js.
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X oo R oo, 2 G (2)0uls) = 0 0 L Ly £l ) 0)10) o) )
existuje a je konecny, plati, Ze §, §, L(x,y) f(x)f(y) du(z) du(y) = 0 impli-
kuje f(x) = 0 p-skoro vude.

Pro zobrazeni L : X x X — C ozna¢me B, mnozinu vSech mér p takovych,
ze §, 54 L(x,y) dp(z) du(y) existuje.

Véta 2.2 (Klebanov [9]). Necht L(z,y) = L(y,x). Pak

N, v —ZJjﬁxydu ) dv(y Jfﬁxydu z) du(y)

_J J L(z,y)dv(z)dv(y) =0 (1)
xJx

plati pro vSechny miry p,v € Br s rovnosti pro p = v tehdy a jen tehdy,
pokud L je siln€ negativné definitni jadro.

Dale v textu budeme vyraz N (u,v) z (1) nazyvat N-vzdalenosti mér u
a v. V [9] miiZzeme nalézt nékolik prikladu silné negativné definitniho jadra L.
Jelikoz se zde zamé&Fujeme na testovani rozdéleni ndhodnych funkei t(V) a ¢(?),
pouzijeme jadro z [6] zkonstruované specidlné pro nahodné funkce. Konkrétné
jestlize vyé&islujeme nahodnou funkei t™, resp. t), v diskrétnich proménnych
I=A{uy,...,u,}, jadro je

) 1/2
LW = ) (Z (t(l)(uk)*t@)(uk)) ) ;

Ke2T \ureK

kde 2! znad mnozinu vSech podmnozin indexové mnoziny I.
Odhad N-vzdalenosti (ndhodngch) funkei t() a t(2) zalozeny na nahod-

nych vybérech tg”(u), e ﬂfﬁ,llz (u) a t@(u), e ,tg; (u) je

m1 mo2

Ni= e 30 2 LD 1) o Z Z LD, 1)

i=17=1 lel

meo M2

Z S ? 1). (2)

zljl

Ten pak hraje roli testové statistiky.

Pro testovani hypotézy, ze dvé skupiny funkci t(1>( ), - tﬁ,}g( ) a (2)( ),
téQ)( ), . t(z) (u) pochézeji ze stejného rozdéleni pak opet pouzijeme Monte
11
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Carlo permutacni test, tj. vytvorime s permutaci ze vSech funkci tgl) (u),...,
tﬁ,ﬂ (u), t§2> (u),... ,t%g (u), kazdy zpermutovany vzorek rozdélime do dvou
skupin o délkdch m, a mo a analogicky k (2) spoéteme ./\72 pro i-tou permutaci,
i=2,...,5+ 1. Pak p-hodnota testu je

#lie{2,.. . s+1}: N, >N} +1
p= :
s+1

3. Metody rozliSovani realizaci nahodnych mnozZin

Spole¢nym cilem metod, které nize uvadime, je rozhodnuti, zda dvé realizace
X a Y nahodnych mnozin X, resp. Y, jsou si podobné ve smyslu daném pro
kazdou metodu zv1ast. Metody jsou zaloZené na ziskani skupin funkei pro kaz-
dou z realizaci X a Y popisujici specifické rysy danych realizaci a nasledném
testovani shody pravdépodobnostnich rozdéleni téchto funkci pomoci obal-
kového testu a testu zaloZzeném na N -vzdélenosti. Realizace pak povazujeme
za podobné, pokud test shodu nezamitd, a nepodobné (rozliSené), pokud je
shoda zamitnuta.

Popisované procedury jsou ilustrovany na simula¢ni studii zahrnujici t¥i
modely. Prvnim je boolsky proces, tedy sjednoceni ndhodnych geometrickych
objektt, jejichz tvary i polohy jsou vzajemné nezavislé (v nasem piipadé se
jednd o sjednoceni ndhodného poc¢tu kruhi s ndhodnymi poloméry), druhym
modelem je shlukovy proces a tfetim pak proces odpuzujicich se komponent,
viz [7] pro detaily o parametrech danych modelt a [14] pro detaily o jejich
simulacich. Realizace téchto modeld jsou zobrazené na obr. 5.

Obrézek 5: Ukazka realizaci boolského modelu (vlevo), shlukového modelu
(uprostied) a modelu odpuzujicich se komponent (vpravo), které byly pouzité
pro simulaéni studii.

12
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1. Uvodem par vzpominek

Mé prvni vzpominky na praci s ndhodnosti spadaji pod Sinclair BASIC na
zéakladni skole, kdy jsme napi. volili den v tydnu jako jedno z ¢isel 1 az 7 a dal
s tim pracovali. Par let poté jsem podobné priklady procvicoval v QBASICu
s otevienou knihou Shirka uloh z programovdni od manzeld Topferovych.
V prubéhu ¢asu se ¢lovék dostal k fyzice a Sumu u televizi az ke kosmickému
zafeni.

BT
" r -

e
LR
i

it Lt
Mo

Zaujala mé prace Norberta Wienera, nejen jeho aplikace zpétné vazby, ale
i prace nad Brownovym pohybem. To jsou ty znamé zdkladoskolské fyzikalni
pokusy vhozeni hypermanganu do vody. Dnes je bily Sum (angl. white no-
ise) bran vazné ve vsech vyznamnéjsich oblastech pfirodovédeckého badéni,
vCetné ekonomie, informatiky, statistiky a geometrie.

Z posledni doby se mi do ruky dostala kniha Davida Johnstona Random
Number Generators—Principles and Practices z roku 2018, kde se to hemzi
kédy v C a Pythonu. Dle MSC2020 bychom nasi ¢lankovou resersi zacali asi
v oblastech 60H40 (White noise theory), 65Cxx (Probabilistic methods. . .)
¢i 11K45 (Pseudo-random numbers; Monte Carlo methods).

2. PF aneb Zaklad cernobile

Na prvni ukézce, pismenku P, vidime typickou situaci uziti pseudondhodnych
¢isel ve 2D (angl. pseudo-random numbers). Bez ohledu na kvalitu statistic-
kych vlastnosti to neni po vizudlni strance piijemné. Jsou tam prazdna oka,
kruhy se mohou piekryvat. K testovani lze doporucit www.random.org. Zde
je ukazka pres TikZ.

\documentclass{standalone}

\usepackage{tikz}

\tikzset{inner sep=Opt, outer sep=Opt}
\begin{document}

\begin{tikzpicture}

\foreach \x in {1,...,900} {

\pgfmathparse{rnd*100} \let\malx=\pgfmathresult

\pgfmathparse{rnd*100} \let\maly=\pgfmathresult

\node [xshift=\malx mm, yshift=\maly mm, circle, fill, minimum width=1mm]{};
} % end of \foreach \x
\end{tikzpicture}
\end{document}
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PF2021! ANEB NENI SUM JAKO SUM
PF2021! OR DIFFERENT TYPES OF NOISE

Pavel Striz

E-mail: pavel@striz.cz

Motto: [...] 1258533893 43498 |[...], str. 165, fadek 08210, sloupce 5-7.
A Million Random Digits with 100,000 Normal Deviates
www.rand.org/pubs/monograph_reports/MR1418.html
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Ve studii uvazujeme 200 simulovanych realizaci kazdého modelu v roz-
liseni 400 x 400 pixelt, které dale hraji roli jednotek v popisovanych pro-
cedurach, a srovnavame vzdy 100 a 100 realizaci nejprve stejnych a poté
riznych modeld, tj. mame Sest pard modeli ke srovnani. Jelikoz vystupy me-
tod jsou p-hodnoty, ziskdvame tak pro kazdy srovnavany par 100 p-hodnot.
Ty jsou zobrazeny formou histogrami. Poznamenejme, Ze p-hodnoty blizké
nule znamenaji, ze shoda pravdépodobnostnich rozdéleni pfislusnych testo-
vacich funkci je zamitnuta, tudiz realizace povazujeme za rozdilné. Proto
v simulaéni studii ofekavame p-hodnoty koncentrované blizko nuly, pokud
srovnavame realizace z rtiznych procesi, zatimco pro realizace stejnych pro-
cestt by p-hodnoty mély byt rovnomérné rozlozené na intervalu [0, 1].

3.1. Aproximace sjednocenim konvexnich
kompaktnich mnoZin

Myslenka této metody, kterd je detailné popsand v [6] a [7], spociva v apro-
ximaci realizaci X a Y sjednocenimi konvexnich kompaktnich mnozin, vy-
Cisleni jejich opérnych funkci a ndhodném vybéru téchto funkei, které pak
hraji roli testovacich funkci tM a t(2). Realizace pak povazujeme za podobné,
pochézeji-li tV) a t(2) ze stejného rozdéleni, coz je hypotéza, kterou zde tes-
tujeme.

Aproximace realizaci funguje nasledovné:

1. Zvolime hodnotu r a pokryjeme realizaci kruhy o poloméru r pouzitim
Poissonova disc-sampling algoritmu, viz [4], tj.

(a) vybereme ndhodné bod x; rovnomérné uvnitf realizace a zkon-
struujeme kruh by (z1,7),

(b) vybereme ndhodné bod xs rovnomérné uvnit¥ realizace, avSak
mimo kruh by, a zkonstruujeme kruh by (o, 1),

(c) pokracujeme timto zptisobem, dokud neni pokryté celé realizace,
2. zkonstruujeme Voronoiovu mozaiku na | Jb;.

Je zfejmé, ze plocha takto vytvorené aproximace je vétsi nez plocha pu-
vodni realizace, proto zavadime dvé korekce v kroku 1., a to:

(i) provedeme erozi realizace kruhem o poloméru 7,

(ii) zptsobem popsanym vySe pokryvame dilatovanou realizaci, pfi¢em?z
nejprve vybirame stfedy pokryvajicich kruh mezi hrani¢nimi pixely
a az poté, co je pokryta celd hranice, pokryvame nadhodné vnittek,

13
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coz je graficky ilustrovano na obr. 6 i s naslednou konstrukci Voronoiovy
mozaiky.

(©)

Obrazek 6: Pokryvani realizace sjednocenim kruht se stejnymi polomeéry a na-

sledna konstrukce Voronoiovy mozaiky: aproximovand realizace (a), jeji eroze

(b), pokryvani hranice realizace po erozi (c), pokryvani vnitiku (d) a odpo-
vidajici Voronoiova mozaika (e).

Poissontiv disc-sampling algoritmus s naslednou konstrukei Voroniovy mo-
zaiky jsme zvolili hlavné pro jeho jednoduchou interpretaci: v pripadé shluko-
vych procesti mé mozaika vice vnitinich (tj. mnohothelnikovych) nez vnéjsich
(tj. ¢astecné zaoblenych) bunék, zatimco dlouhé tenké komponenty maji nao-
pak vice vnéjsich a méné vnitinich bunék, coz je pravé rozdil dobfe podchyti-
telny opérnymi funkcemi, nebot zaoblenym ¢astem bunék odpovidaji v opér-
nych funkcich konstantni tseky (v hodnoté poloméru pfislusného kruhu), viz
leva ¢ast obr. 1 na str. 6, zatimco opérné funkce mnohotuhelnikovych bunék
vytvéreji v grafech ,kopeckovité” tseky, viz prava ¢ast obr. 1 na str. 6. Avsak
nejen to. I realizace slozené z vice mensich spise okrouhlych komponent, resp.
z dlouhych tenkych komponent, které obé maji vice vnéjsich bunék, jsou ro-
zeznatelné, nebot zaoblené ¢asti v prvnim pripadé jsou delsi nez v pripadé
druhém, coz je opé€t rozliSeno prislusnymi opérnymi funkcemi.

Problémem vsak je volba optimalniho poloméru pro pokryvaci kruhy. Ten
totiz nesmi byt ani moc maly, nebot pfislusnéd Voronoiova mozaika by méla
prili§ mnoho vnitinich bunék a ty jsou stejné rozdélené, tudiz nenesou in-
formaci o tvaru komponent, avSak nesmi byt ani moc velky, abychom pii
aproximaci zachovali tvar pivodni realizace a také abychom méli dostateény
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vzorek bunék pro testovani. Nékolik (spie heuristickych) doporuceni lze na-
lézt v [7].

Dalsi slabinou této procedury je fakt, ze dvé buiikky Voronoiovy mozaiky
majici stejny tvar, ale jinou orientaci, maji rizné opérné funkce. Proto v [7]
autori navrhuji jisté prerovnani opérnych funkci, coz sice metodu ¢ini efek-
tivnéjsi, ale i pfesto dochéazi k vyznamné ztraté informace.

Nevyhodou této metody je také nahodnost pokryvani, ktera s sebou rov-
néz nese jistou miru nepfesnosti.

3.2. Srovnani skeletu a prislusnych maximalnich kruhti

Ve druhé procedufe, studované detailngji v [3], definujeme podobnost realizaci
nahodnych mnozin pomoci funkce popisujici prirustky objemu kolem bodt
skelet® danych realizaci.

Meéjme realizaci X stacionarni ndhodné mnoziny ve formé binarniho ob-
razku a jeji skelet SK(X). Pro kazdy bod z; € SK(X) oznac¢me r; polomér
prislusného maximalniho kruhu. Poznamenejme vsak, ze dle algoritmus v ka-
pitole 2.2.; jeden izolovany pixel pfedstavuje kruh s nulovym polomérem,
avSak pro definici testovaci funkce (3) (viz nize), je dulezité, aby i jeden pixel
pfedstavoval kruh s kladnym polomérem. Proto pro dalsi tcely stavovime,
ze kazdému bodu z; € S,,(X) pfipada polomér odpovidajiciho maximélniho
kruhu r; = n + 1. Testovaci funkci v bodé z; pak definujeme jako

ti(u ) = Z Tj1|\zi*1j||<u7 u = 1, 2, ey Uvmdx7 Umax e N. (3)
J#i

Interpretace je takova, ze vyraz r; - 1 z (3) je pfirustek plochy priddnim
j-tého kruhu do celkové plochy mnoziny X kolem bodu z;, nebot je to plocha
obdélniku r; x 1 kterym piibliZzné pfi sefazeni bodi skeletu za sebe j-ty
maximalni kruh do celkové plochy prispiva.

Bohuzel neexistuje obecné pravidlo, jak v (3) stanovit parametr Upyax.
Musi byt dostatecné velky, aby testovaci funkce podchytily rozprostieni masy
v realizaci, ale nesmi byt prilis velky, nebot pak dochazi k nasledujici kom-
plikaci. Testovaci funkce ¢; a t; jsou si podobné, pokud x; a x; jsou si blizko
a Upax je pFili§ velké (nebot maji spoustu maximalnich kruht spoleénych).
Proto zde zavadime minimalni vzdalenost D,;, mezi body, které mohou byt
zahrnuty do ndhodného vybéru naslednych testii (tyto body déle nazyvame
testovacimi body). Je pfitom zfejmé, Ze volba Dy, je tzce spjatd s volbou
Umnax, nebot obé tyto hodnoty dohromady ovlivituji, jak moc se maximé&lni
kruhy pfispivajici do hodnot testovacich funkci prekryvaji, tj. jak moc jsou
zévislé. Pro dané Uy,.y by prirozenou volbou Dy bylo Dyin = 2Unax, nebot
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v takovém p¥ipadé je kazda dvojice (x,r) zahrnutd pouze v jedné testovaci
funkci ¢;. AvSak to si nemtzeme dovolit, pokud obrazek neni dostateéné velky.
Sirsi diskusi na toto téma lze nalézt v [3].

Struc¢né feceno, doporucuje se nejprve vykreslit pro kazdou realizaci né-
kolik testovacich funkci na del$im definicnim oboru a na zakladé grafi roz-
hodnout, jaky interval pro u je dostateény k podchyceni rysii dané realizace,
napi. na obr. 7 pozorujeme od hodnoty v = 10 dale hustsi shluky funkci pro
proces odpuzujicich se komponent nez pro jiné procesy, nebo mnohem vétsi
funkéni hodnoty od u = 5 pro shlukovy proces nez pro ostatni procesy.

700
600
5004
4004
300
2004
100+

Oa

15004

1000+

500

Obrazek 7: Ukazka testovacich funkci z jedné realizace boolského procesu

(vlevo), shlukového procesu (uprostied) a procesu s odpuzujicimi se kom-

ponentami (vpravo) pouZitych pii rozliSovani metodou srovnéavani skeletii
a prislusnych maximalnich kruh.

Chceme-li tedy porovnavat dvé realizace, podivame se, zda a od jaké
hodnoty u se za¢inaji jejich testovaci funkce vizudlné lisit. Jestlize se ani pro
velkd u (velkd vzhledem k velikosti obrdzku) funkce nelisi, vezmeme Uppax coO
nejvetsi tak, abychom v souladu s Dy, méli na vstupu alespoil par desitek
testovacich boda. Pokud se od néjaké hodnoty w liSit zacinaji, hodnotu Upax
stanovime tak, aby Upax > u, ale abychom zaroven v souladu s Dy, 1 zde
méli na vstupu dostatek testovacich bodt. Pokud nelze stanovit (Duin, Umax)
spliiujici uvedené podminky, neni tato metoda k porovnavani danych realizaci
vhodna.

Poté, co uréime vyse zminéné parametry, porovname realizace X a Y tak,
ze nadhodné vybereme testovaci body, vycislime prislusné testovaci funkce
tgl)(u)7 .. ,t,(%z (u) a tf)(u)7 . J,&%Z (u), a stejné jako v predeslé metodé apli-
kujeme obélkovy test a test zaloZeny na AN -vzdélenosti k otestovani hypo-
tézy, ze skupiny funkci tgl)(u), ) (u) a 1552)(u)7 ce tg,%l (u) pochazeji ze
stejného rozdéleni.

Kdyz pomineme komplikace ohledné volby Upax & Dpin, mé tato metoda
spoustu vyhod. Za prvé je ve srovnani s pfedeslou metodou az na ndhodny vy-
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Parametry 3 lze odhadnout napiiklad metodou maximalni vérohodnosti
[27]. Vysledny odhad ale neni dan explicitné a je vysledkem numerické maxi-
malizace vérohodnosti. Explicitni vzorec pro odhad parametrt (viz [26]) lze
ziskat metodou tzv. score-matchingu [12], kterd, stejné jako metoda maxi-
malni vérohodnosti, poskytuje za urcitych predpokladt konzistentni odhad.

4. Zavér

Pokrok soucasné méfici a vypocetni techniky vede casto k situaci, kdy rozsah
namétrenych ¢i modelovych dat je velky, ale moznost opakovani experimentu
je velmi omezena. Problematika odhadu varianéni matice na zakladé nahod-
ného vybéru, jehoz rozsah je maly v porovnani s dimenzi jednotlivych vek-
tort, se tak objevuje v mnoha statistickych aplikacich. V tomto ¢lanku jsme
se zamérili zejména na metody odhadu pouzivané pii datové asimilaci, pro
niz je kvalitni odhad varian¢ni matice klicovym prvkem ovliviiujicim kvalitu
nasledné predikce, napiiklad pii numerické predpovédi pocasi. Metody jsou
vsak vyvijeny v souvislosti s mnoha dalsimi obory, ¢asto soubézné v ruznych
védeckych komunitach, a je zde fada otevienych problému.

Vycet metod uvedenych v tomto ¢lanku neni jisté vycerpavajici, ale dou-
fame, ze predstavuje prehled zakladnich pristupt a sméra vyzkumu v dané
oblasti.
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Obrazek 1: Matice presnosti dvourozmérného markovského pole o rozméru
10 x 10 bodt (body jsou uspotfadany do sloupce), v némz kazdy bod zavisi na
8 nejblizsich sousedech. Vpravo je schéma bodu a jeho 8 nejblizsich sousedi.

Metody pouzité v [15], [17] a [23], o kterych jsme se zminovali v odstavci
3.1.1. v souvislosti se stochastickou rovnici difize, se tykaji gaussovskych
poli s markovskou vlastnosti a spadaji tedy svoji povahou do modelovani
v inverznim prostoru. Nize uvedeme jesté dalsi pouzitelné techniky.

3.3.1. Linearni model pro matici presnosti Linedrni model 1ze pouzit
jak pro varian¢ni matici tak pro jeji inverzi, coz je pro gaussovské markovské
pole velmi vyhodné. Uvazujme model

S =814+ .+ B A, (21)
kde matice Aj,...,A, jsou znamé Fidké matice a B3 = (By,...,0B,)" jsou
neznamé parametry. Vhodnou volbou pro matice Ay, ..., A, mohou byt opét

matice A;;, které maji na misté (¢, j) a (4,¢) jednicku a jinde nuly. Obdobné
je mozno pouzit symetrické matice obsahujici nenulové hodnoty pouze na
vybranych subdiagonalach, nebo jejich tsecich.
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bér testovacich bodi deterministicka a jednoznacna, tj. nedochéazi k ndhodné
aproximaci a rekonstrukce realizace z jejiho skeletu je zcela shodna s pu-
vodni realizaci. Za druhé, testovaci funkce popisuje pfirustek plochy v okoli
prislusného testovaciho bodu ve vsech smérech, takze nedochéazi ke ztraté
informace vlivem rotaci, coz vede k vétsi presnosti v pripadé hledani nepo-
dobnosti. A vskutku, jak ukazuje simula¢ni studie, ndm tato metoda dava
nejlepsi vysledky pfi rozliSovani na pohled podobnych realizaci, které vsak
pochézeji z riznych modelt (jmenovité z booleského procesu a procesu od-
puzujicich se komponent).

3.3. Srovnani komponent a jejich sousedstvi

Ve tieti metodé, uvedené v publikaci [5], uvazujme realizace X a Y slozené
z komponent C;, ¢ € J (indexova mnozina). Obvykle uvazujeme C; coby spo-
jité komponenty, ale ve specifickych pfipadech mtuzeme pouzit i jiné déleni
(napf. pokud jsou komponenty slozené z biologickych bunék, které lze ve
vstupnim bindrnim obrazku identifikovat, mizZeme jako C; oznacit tyto jed-
notlivé buiiky). Pro kazdou C; definujeme jeji i-té sousedstvi N; jako oblast
obsahujici celou C; a k tomu vSechny body pozorovaciho okna, které jsou
bliz C; nez jakékoliv jiné C;, j € J\{i} ve smyslu Hausdorffovy metriky, tj.
N; ={yeW :du({y},Ci) < du({y},C;) pro vSechna i # j}.

Hlavni myslenkou je srovnat v realizacich X a Y, které uvazujeme coby
bindrni obrazky, tedy matice jedni¢ek a nul (odpovidajicich pixeltim mnoZin,
resp. jejich dopliiki), symetrické diference jednotlivych komponent C; AC, :=
{x:xeC,x¢ Cy nebo x¢ Cp,x e Co}, kde Cy a Cy jsou vycentrovany ve
N; a Ny vycentrované do t&zist C1, resp. Cs, jejichz plochy jsou ||C1 — Csl|F,
resp. ||[N1 — Ns||p. Srovnédvame piitom kazdou komponentu z realizace X
s kazdou komponentou z realizace Y. Jelikoz funkce

Lc(Cr,Cy) = ||C1 — Cal|lp, Ln(Ni,N2) = ||[N1w — No||r,

Lon(Cr, M), (Ca, N2)) = \/llcl = Caolff +[[N1 = Vo,
tvoii silné negativné definitni jadra, aplikujeme test zalozeny na N- -vzdalenos-
tech na tato jadra misto £(t™),¢(?)) a dle (2) z nich spocteme N; a N,
i =2,...,s. To znamena, %e v tomto pfipadé hraji komponenty C; a soused-

stvi V; role testovacich funkci z predeslych kapitol. Oznacime-1i Cfl), ey 7(,13

a Ciz), RN ,(32 nahodny vybér komponent z realizaci X, resp. Y, a Nl(l), e
Nr(,}l) a N1(2>, ey Nr(,i) jejich prislusna okoli, pak zde uvazujeme tfi verze nu-
lové hypotézy, a to za prvé tvrzeni, ze Cfl)(u), e ,(7}3 (u) a C{Q)(u),...,
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07(322 (u) pochézeji ze stejného rozdéleni, za druhé tvrzeni, Ze Nl(l)(u)7...,
Nr(,}l) (u) a Nl(z)(u),...,NT%) (u) pochézeji ze stejného rozdéleni, a za tteti
tvrzeni, ze dvojice (C1, N1)M(u), ..., (Cpyys Nop, )P a (C1, NP (Cosys
Ny, )@ pochazeji ze stejného rozdéleni.

Poznamenejme, Ze tato metoda je velice citlivd na okrajové efekty, proto
zahrnujeme do studie pouze komponenty, které neprotinaji hranici pozoro-
vaciho okna (zndzornény Gernou barvou v obr. 8, zatimco vynechané kom-
ponenty jsou zndzornény tmavé Sedou barvou). Analogicky pfi porovnavani
sousedstvi uvazujeme pouze ta, ktera jsou cela obsazena v pozorovacim okné
(znézornéna riiznymi odstiny modré v obr. 8).

Obrazek 8: Uvazované komponenty (vyznacené ¢erné) v boolském procesu
(vlevo), shlukovém procesu (uprostfed) a procesu odpuzujicich se komponent

modré).

4. Srovnani metod

V tab. 1 shrneme uvedené metody, jejich pouziti, vyhody a nevyhody, pficemz
prvni metodu budeme zkracené nazyvat ,aproximace”, druhou ,skelety” a tre-
ti ,komponenty a sousedstvi’. Pro verzi aproximace, v niz pouzivame obal-
kovy test, pak budeme pouzivat znadeni ,AQ”, pro verzi s pouzitim N-vzd4-
lenosti ,,AN”, analogicky tyto verze skeleti budeme znacit jako ,SO”, resp.
»ON”  a pro porovnani komponent, sousedstvi a komponent se sousedstvim
dohromady budeme pouzivat zkratky ,K”, .S”, resp. ,KS”.

Ze statistického hlediska mtzeme vynést zavér, ze vSechny uvedené me-
tody jsou velice presné pfi porovnavani realizaci stejnych modelti, nebot
prislusné histogramy p-hodnot provedenych testti vykazuji rovnomérné roz-
déleni na intervalu [0, 1] (proto zde tyto histogramy neuvadime). Zajimavéjsi
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kde U; jsou znamé, linedrné nezévislé (v prostoru matic), symetrické matice
a oy jsou neznamé parametry takové, Ze vysledna matice je pozitivné definitni.
Tento model je zcela obecny, nebot pro ¢ = @ 1ze kazdou varian¢ni matici
zapsat ve tvaru (19) s o;; = 0;; = 0;; a maticemi U,;, které jsou nulové
aZ na jednotky na pozicich (¢,5) a (j,4). Teoreticky tak pokryvé libovolnou
odhadovaci metodu pracujici po prvcich, jako je napf. tapering nebo banding.
Podrobnéjsi prehled metod vychézejicich z linedrniho modelu lze najit v [21].

Parametry o = (ay,...,,)" je mozné odhadovat standardnimi statistic-
kymi metodami, jejich pouziti ale zna¢né komplikuje podminka, ze vysledna
linearni kombinace musi byt pozitivné definitni matice. Nutné a postacujici
podminky pro existenci explicitniho maximalné vérohodného odhadu jsou
k dispozici v élanku [24]. K vypoétu FeSeni vérohodnostni rovnice je pfitom
pouzita iterativni metoda navrzena v [1].

Jednou z moznosti jak zajistit pozitivni definitnost odhadu je pouzit li-
nearni model na logaritmus varianéni matice

logZ = anUs + ... + agUg, (20)

kde U; jsou opét znamé matice, ale na «; nejsou kladeny zadné dalsi poza-
davky. Nevyhodou tohoto pfistupu je to, ze log > nema zadnou statistickou
interpretaci. Autofi [5] uvddéji maximélné vérohodny odhad pro parametry
modelu (20), a to vCetné jeho asymptotickych vlastnosti.

3.3. Regularizace v inverznim prostoru

Motivaci pro regularizaci variancni matice skrze jeji inverzi, tzv. matici ptres-
nosti, je fakt, ze u normélné rozdélenych vektordt X ma inverze korela¢ni
matice na (7, j)-tém misté prvek imérny parcidlnimu korela¢nimu koeficientu
mezi X; a X; pii vylouceni vSech ostatnich prvk.

Ma-li tedy vektor X normélni rozdéleni, pak (i, j)-ty prvek matice pfes-
nosti je nulovy pravé tehdy, kdyz X; a X; jsou nezévislé podminéné na vSech
zbyvajicich prvcich [22]. Tento vysledek lze s vyhodou vyuzit u poli, kterd
jsou navic tzv. prostorové markovska. Vektor X ma prostorovou markovskou
vlastnost, pokud pro kazdé i = 1,...,p je podminéné rozdéleni X; zavislé
pouze na bodech z jeho okoli. Na ostatnich bodech (které jsou danym okolim
od bodu X; oddéleny) je X; podminéné nezavislé. Odtud vyplyvé, Zze ma-
tice presnosti gaussovského markovského pole je ridka pasova matice. Toho
je mozno vyuzit pro regularizaci. Obrazek 1 ilustruje nenulové prvky matice
presnosti dvourozmérného markovského pole X, jehoz kazdy bod zavisi pouze
na 8 nejblizsich sousedech.
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Reprezentace ve waveletovém prostoru casto prinasi dramatické snizeni
dimenze problému. Koeficienty bazovych funkci lze pak odhadovat pomoci
vhodného parametrického nebo i semiparametrického modelu.

3.1.3. Vyuziti dalsich typu rozkladu varianéni matice k jejimu od-
hadu Kromé spektralni a waveletové transformace lze ke konstrukci pozi-
tivné definitniho odhadu varianéni matice vyuzit i jiné typy rozkladu. Jed-
noduchy rozklad
> = BRB (16)
na matici smérodatnych odchylek B a korela¢ni matici R ma velky prak-
ticky vyznam, nebot oba faktory rozkladu jsou snadno interpretovatelné. To
umoznuje odhadovat B i R zvlast, coz miZze mit vyznam zejména v aplika-
Druhym typem rozkladu, ktery se pri odhadovani s tspéchem pouziva, je
Choleského rozklad
¥ =00T, (17)

kde C je (pro pozitivné definitni ¥) jednoznacéné dana dolni trojuhelnikova
matice s pozitivnimi prvky na diagondle. V uréitych pripadech muze byt
vyhodnéjsi modifikovany Choleského rozklad

¥ =LD?LT, (18)

kde L = CD™! je dolni trojahelnikové matice a D? je diagondlni matice,
kterou lze opét modelovat zv14st.

Pii téchto typech odhadu lze s vyhodou vyuZzit znalost (prostorovych nebo
¢asovych) vazeb mezi slozkami vektoru X. Zafixovdnim veli¢in ve vhodném
poradi Ize totiz docilit pasové struktury 3 a nasledné fidkosti nékterych ¢lenti
ve zvoleném rozkladu.

3.2. Linearni model kovariance

Vyse popsané metody nepfedpokladaly zadnou specidlni strukturu varian¢ni
matice nebo jeji inverze a zabyvaly se prevazné regularizaci vybérové ko-
varian¢ni matice v puvodnim nebo transformovaném prostoru. Alternativou
k témto metodam je do jisté miry komplementarni piistup, ktery vychézi
ze znalosti specidlni struktury varianéni matice nebo jeji inverze. Takova
struktura muze byt dana prostorovymi nebo i frekvenénimi charakteristi-
kami v§choziho ndhodného pole. Casto lze strukturu varianéni matice dobie
postihnout linedrnim modelem [1]

E=0U + ... +azU,, (19)
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jsou histogramy p-hodnot v pfipadé srovnavani riznych modelu, viz obr. 9.
Z nich miizeme vidét, Ze v metod& aproximace ndm test zaloZeny na N-vzda-
lenostech dava vyrazné lepsi vysledky nez obélkovy test, coz je nejspis dano
skutecnosti, ze obalkovy test srovnava pouze priumeéry opérnych funkci, takze
nemuze dostateéné podchytit zejména podobnosti rizné orientovanych bunék
podobného tvaru. Nicméné i test zaloZeny na N-vzdalenostech vykazuje dost
neptesnosti (ve smyslu vysokych p-hodnot). Vyznamné vyssi presnosti dosa-
hujeme v pripadé skeleti. Ty nejsou vazany na orientaci, takze obé varianty
testtt (obalkovy i zalozeny na N-vzdalenostech) ddvaji podobnou pfesnost,
ktera je zaroven nejvyssi ze vsech uvedenych metod.

Pro metodu komponent a sousedstvi jsme pouzili pouze test zaloZeny na
N-vzdélenostech, nebot testovacimi charakteristikami nejsou pifimo funkce,
nybrz komponenty a prislusnd sousedstvi, pro néz jsme nenalezli vhodnou
verzi obalkového testu. Zde z histogramt vidime, Ze metoda velice $patné od-
lisuje shlukovy proces od ostatnich procesti, coz je zptisobeno jednak malym
mnozstvim komponent ve shlukovém procesu, jednak jednou velkou domi-
nantni komponentou v kazdé realizaci tohoto procesu, kterd vyznamné ovlivni
hodnotu symetrické diference, ¢imz potlaci hodnoty symetrickych diferenci
ostatnich dvojic komponent jak v ptvodnich realizacich, tak v naslednych
permutacich.

Nakonec v tab. 2 uvadime podily p-hodnot mensich nebo rovnych 0,001,
0,01, 0,05 a 0,1, které nejsou z histogramil patrné, pro rizné modely, je-
jichz realizace jsou si vizualné nejpodobnéjsi, jmenovité pro boolsky proces
a proces odpuzujicich se komponent. Z ni naopak, v porovnani k predeslému,
vidime, ze pfi rozliSovani téchto procesii je metoda komponent a sousedstvi
vyznamné silnéjsi nez metoda aproximace. Nejsilnéjsi metodou i zde ztistavaji
skelety.

Zavérem bychom tedy mohli Fict, ze vybér vhodné metody zavisi jednak
na Gcelu a jednak na vzhledu realizace. Zalezi-li nAm nejen na tvarech, ale i na
vzajemné poloze komponent v realizaci, je vhodné pouzit skelety. Zajima-li
nas pouze tvar komponent, nabizi se aproximace nebo komponenty a soused-
stvi, pficemz druhd jmenovand metoda piesnéji rozliSuje komponenty podob-
nych velikosti a prvni si lépe poradi v pfipadé extrémné velikych komponent
¢i mensiho poctu komponent v realizaci.

Podékovani
Podpoteno grantem GACR 19-04412S.
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Tabulka 1: Piehled pouziti, vyhod a nevyhod prezentovanych metod.

Pouziti
Aproximace Skeletony Komponent)‘l
a sousedstvi
rozlisuje realizace bere v tvahu jak rozlisuje realizace
zejména podle délky plochu realizaci podle podobnosti
hranice vzhledem tak vzdalenosti komponent ¢i
k velikosti a podle komponent jinych casti
tvaru hranice a jejich Gasti (dle aplikace)
komponent
Vyhody
. Komponenty
Aproximace Skeletony g’

a sousedstvi
jednoducha interpretace | vysoka pfesnost flexibilita (lze uvazo-
testovacich funkci pii rozlisovani vat riizné, nejen

podobnych realizaci | spojité komponenty)

AO AN SO SN K S| Ks
rychlejsi | presnéjsi rychlejsi | lehce rychlejsi | berou

nez AN | nez AO nez SN presnéjsi | nez S v tvahu
nez SO a KS pozice
komponent
Nevyhody

. Komponenty
Aproximace Skeletony g’

a sousedstvi
nahodné aproximace, malo intuitivni vyzaduje na vstupu
volba poloméru pokry- interpretace, nutna | velké mnozZstvi
vani, vliv orientace volba vstupnich komponent
bunék mozaiky parametri

AO AN SO SN K S KS
nejméné | malo presnd | — lehce spise vzhledem
presna vzhledem vyssi nizsi k K vyrazné
ze vSech | k casové ¢asova pfesnost | vyssi Casova
metod naroc¢nosti narocnost naroc¢nost
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V praxi se uziva zejména polynomialni a exponencialni model:

dii; = c¢(—X)™% a>1 (polynomidlni model)

@A (exponencidlni model),

dii = ce
kde i = 1,...,p. Koeficienty ¢, a jsou parametry daného modelu. To pred-
stavuje v daném pripadé snizeni poctu parametri z p na 2, presto i takto
jednoduchy model mtze byt prijatelny. Za predpokladu konkrétniho roz-
déleni X lze pak parametry odhadnout napiiklad metodou maximalni véro-
hodnosti [25]. Pouziti takového modelu koriguje strukturu vlastnich éisel po-
dobné jako shrinkage (viz zadatek sekce 2.1.), vyhlazuje také pribéh odhadt
c@-,— a tim pfispiva k redukci Sumu.

N4&s priklad byl pouze ilustrativni. Zajimavé a hluboké vztahy mezi urci-
tym typem stochastické rovnice diftiize, ndhodnymi poli s (prostorovou) mar-
kovskou vlastnosti a kovariancemi z tzv. Matérnovy t¥idy popisuje ¢ldnek [15]
a téz prehledny ¢lanek [23]. Pouziti téchto metod v praxi pak ilustruje [17].

3.1.2. Regularizace ve waveletovém prostoru Reprezentuje-li X né-
hodny vektor ¢i ndhodné pole v prostoru jako je tomu u meteorologickych
veli¢in, je zfejmé, ze takové pole muze mit jak charakteristiky vinové povahy
tak i lokalni vlastnosti vdzané na umisténi v prostoru. Fourierova transfor-
mace postihne frekven¢ni komponenty vektoru X, ale nezachyti lokalni jevy.
Nachézime zde podobné jako v fadé dalsich aplikaci urc¢itou komplementaritu
spektralni a prostorové reprezentace.

Néstrojem ke ,kompromisni“ reprezentaci takového nahodného pole je
tzv. waveletova transformace [4], kterd je realizovana podobné jako u Fourie-
rovy transformace rozvojem typu (9) a rozkladem varianéni matice (10). Ma-
tice transformace se skldada z bazovych funkci, tvofenych rtizné umisténymi
a Skdlovanymi vinkami (odtud nézev wavelets). Obecnéji je mozno v roz-
voji (9) pouzit misto ortonormalni baze tzv. frame, ktery ma nékteré vlast-
nosti baze, ale mize mit i vice nez p ¢lend. Rizné volby framt pak davaji
waveletové reprezentace ruznych typu.

Po transformaci varianéni matice do waveletového prostoru lze pak za-
nedbanim prislusnych koeficientti vyfadit bazové funkce s nizkou vypovi-
daci schopnosti. Casto je mozné podobné jako u Fourierovy transformace
zanedbat mimodiagonalni prvky transformované matice, coz odpovida lo-
kalnimu primeérovani prostorovych korelaci [20]. Mizeme také predpoklddat
vhodnou ridkou strukturu kovarianc¢ni matice ve waveletovém prostoru. Po
transformaci zpét do ptuvodniho prostoru pak dostédvame varianéni matici
ocisténou o Sum.
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Pak pro u = (uy,...,u,)" € RP je j-t4 slozka vektoru L(u) = Lu rovna
Uj—1 — 2U5 + Ujq1
L(u)j = hzj : )
kdej =1,...,p. Probody ug a upt1 (lezici na krajich usecky [0, 1]) se uvazuji

rtizné okrajové podminky. Definice (13) odpovida tzv. Dirichletové okrajové
podmince, pfi niz je ug = upy+1 = 0. Vlastni vektory v; maji v tomto piipadé
tvar

)
o [ 2 sin (ﬁm) o
V; = m E ; Z*l,...,l) (14)

sin (ﬁiw)
a dostavame (jak je mozno se piesvédéit) spektralni rozklad L = FAFT, kde
A je diagonalni matice s vlastnimi ¢isly

. T .
N\ = —4(p + 1)?sin? <mz> , i=1,...,p (15)

na diagonale.

Miame tedy L = FAFT a ¥ = FDFT a je pfirozené modelovat 3
jako funkci Laplaceova operatoru. Je-li totiz L = FAFT, pak pro spojitou
funkci f lze definovat matici f(L) pomoci spektralniho rozkladu F f(A)FT,
kde f(A) = diag(f(A1), fOh2), > fAp):

Vlastni ¢isla d;; muzeme modelovat jako vhodnou funkci vlastnich ¢isel
(15) Laplaceova operatoru, tj. d;; = f(\;), i = 1,...,p. Jelikoz X pfedstavuje
diskretizaci spojitého ndhodného pole X na kompaktni oblasti ©, lze varian-
¢ni matici ¥ pokladat za diskretizaci varianéniho operatoru C pole X. Za
predpokladu spojitosti kovarianéni funkce cov(X(s), X (t)), s,t € D pole X
lze pomoci metod znamych z numerické matematiky ukazat, ze vlastni ¢isla
{di1,...,dpp} matice 3 konverguji pro p — oo k vlastnim ¢islim varianéniho
operatoru C [2, 19]. Jelikoz kazdy varian¢ni operdtor musi mit koneénou stopu
([14], Véta 2.1), museji {d;;}}_; s rostoucim 4 rychle klesat k nule i pro p
konecné.

Piedpokladejme tedy & = F f(A)FT pro né&jakou vhodnou f, a tudiz d;; =
f(A). Kvuli pozadavku na konec¢nost stopy varianéni matice musi funkce f
pro A — —oo rychle klesat k nule, nebot {\;}!_; je klesajici posloupnost
zapornych cisel.
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Obrazek 9: Histogramy p-hodnot pro srovnani boolského procesu s procesem

s odpuzujicimi se komponentami (vlevo), boolského se shlukovym procesem

(uprostied) a shlukového procesu s procesem s odpuzujicimi se komponentami

(vpravo) metodami AO (prvni faddek), AN (druhy fadek), K (tfeti fadek),
S (Gtvrty fadek), KS, SO and SN (stejné histogramy v patém Fadku).
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Tabulka 2: Procenta malych p-hodnot pro boolsky proces
a proces odpuzujicich se komponent.

Metoda < 0,001 < 0,01 < 0,05 <0,1
AO 5% 5% 66 % 76 %
AN 50 % 72 % 87 % 91 %
SO 99 % 100 % 100 % 100 %
SN 100 % 100 % 100 % 100 %
K 67 % 83% 95 % 99 %
KN 97 % 100 % 100 % 100 %
S 99 % 100 % 100 % 100 %
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Za pfedpokladu konkrétniho rozdéleni vektoru X lze diagondlni prvky
{d;;}¥_, spektralni varianéni matice D odhadnout, napfiklad metodou maxi-
malni vérohodnosti zaloZzenou na ndhodném vybéru Xy, ..., Xy. V pfipadé
normalniho rozdéleni dostédvame [25]

~ 1 X
dn:NZXlgw 1:177177 (11)
k=1
kde X; znadi i-ty prvek vektoru Xy, k=1,..., N.

3.1.1. Regularizace ve spektralnim prostoru Doposud jsme nepied-
pokladali nic o vybéru ortogonalni matice F'. Podle o¢ekavani ¢astou volbou
pro F' bude Fourierova baze. V meteorologii podobné jako ve fyzice obecné
se Casto vyskytuji déje diftzniho typu a je pfirozené, ze se modely popisu-
jici diftizi Gspésné pouzivaji i pro popis stochastickych vlastnosti nékterych
fyzikalnich veli¢in. Tak se ukazuje souvislost mezi stacionaritou pole, Fou-
rierovou transformaci a Laplaceovou rovnici, a je mozné zalozit na ni regu-
lariza¢ni techniky. Pokud napi. mizeme povazovat vektor X za pozorovani
omezeného ¢asového tseku kovarianéné stacionirniho procesu { Xy, ¢t € Z} pro
t =1,...,p, vede diskrétni Fourierova transformace vektoru X k ptiblizné
diagonalits! varianéni matice v transformovaném prostoru [6], tj. miZeme
predpokladat model

¥ = FDFT, (12)

kde matice F' provadi Fourierovu transformaci.

V meteorologickych aplikacich vektor X ¢asto predstavuje diskretizaci
spojité omezené domény, tedy oblasti pokryvajici ¢ast atmosféry Zemé, a in-
dex ma vyznam souradnice v prostoru. Pfedpokladejme pro jednoduchost, ze
spojitou doménou je tisecka [0, 1] a vektor X délky p ji rozdéluje na p + 1
dilkt délky h = pﬁ. Nyni muzeme vyuzit faktu, Ze matice F' je tvofena
vlastnimi vektory diskrétniho Laplaceova operatoru L: RP — RP ktery je
v jedné dimenzi identicky s operatorem druhé derivace a lze ho reprezentovat

matici

-2 1 0 ... 0
N R T R
L= - . (13)
0 ... 1 -2 1
0 ... 0 1 =2

IMatice ¥ je v transformovaném prostoru presné diagonalni pouze v piipadé, kdy je
proces {X¢, t € Z} periodicky s periodou p, tj. X¢ = X¢yp, VL€ Z.
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vyrazné vylepsit. Naptiklad u meteorologickych veli¢in je ¢asto mozné pred-
pokladat normalitu, kovarianéni stacionaritu nebo prostorovou markovskou
vlastnost. Kazda z téchto vlastnosti poskytuje moznost vylepSeni odhadu va-
rianéni matice pomoci specifického parametrického modelu, jehoZ parametry
Ize odhadnout standardnimi statistickymi metodami. Pfesnost vysledného
odhadu a jeho kvalita, ktera se projevi v dalsim pouziti (napt. v datové asi-
milaci), se pak odviji od toho, jak realistické tyto dodate¢né predpoklady
byly.

U parametrickych metod je nezbytné vyhnout se ptili§ komplexnim mo-
delim s velkym poctem parametri. Proto fada pfistupi vyuziva rizné trans-
formace, které vedou k ptiblizné diagonalité varianéni matice v transformo-
vaném prostoru. Tim dochazi k velké redukci poctu parametri.

3.1. Regularizace ve spektralnim a waveletovém prostoru

Tento pristup je zalozen na reprezentaci vektoru X rozvojem

p
X =EX+ Y d/*gv, (9)
=1

kde d; jsou koeficienty, &; jsou nezévislé ndhodné veli¢iny s nulovou stfedni
hodnotou a jednotkovym rozptylem a v; jsou ortonormaéalni vektory v RP. Pro
varian¢ni matici pak mame

Y =FDF', kde D = diag(d,,...,d,) (10)

a matice F' ma ve sloupcich vektory v;. Je-li (10) spektralni rozklad varianéni
matice, dostdvadme znamy rozklad do hlavnich komponent (Karhunen-Logve).
Ve velké dimenzi je ale vétsina vybérovych vlastnich ¢isel nulova a odhad
teoretického rozvoje (9) je obtizny. Pro regularizaci se proto vyuzivaji vhodné
deterministicky dané béaze (nebo obecnégji i framy jako v p¥ipadé waveletové
transformace).

Modelujeme-li pole X pomoci (9), miizeme matici 3 odhadnout prostted-
nictvim odhadu diagonalni matice D = FTXF. Pokud nepfijmeme 74dné
dalsi pfedpoklady, je mozné podobné jako v pfedchozi sekci pouzit nékterou
neparametrickou metodu na vybérovou varianéni matici S pole X pfevedenou
do spektralniho prostoru, tj. na FTSF. Tato matice pfirozené neni piesnd
diagonalni, ale obsahuje (v praxi ¢asto malé) nenulové mimodiagonalni ¢leny.
Nejjednodussim zptisobem regularizace odhadu je pak jejich zanedbani [13].
Jedna se vlastné o tapering spektralni varianéni matice podle vzorce (5) pro
M =1.
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ODHAD VARIANCNI MATICE
VE VYSOKE DIMENZI

COVARIANCE MATRIX ESTIMATION IN
HIGH-DIMENSIONAL PROBLEMS
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Abstrakt: V tadeé statistickych aplikaci, kde je dimenze nahodného vek-
toru vysoka v porovnani s po¢tem dostupnych méfeni, je velkym problémem
odhad varianéni matice. Klasicka vybérova varianéni matice ma v takovém
pfipadé fadu nezadoucich vlastnosti, zejména nizkou hodnost a malou spo-
lehlivost odhadu jednotlivych prvkia. Tento ¢lanek obsahuje prehled metod,
které se v tomto pripadé k odhadu varianéni matice pouzivaji. Pozornost je
nejdiive vénovana vypocetné jednoduchym metodam pracujicim po prvcich,
mezi které patii napiiklad metoda smrsténi (shrinkage), posileni diagonély
(tapering) a dalsi. Déle je uveden piehled slozitéjsich p¥istupii, které pou-
Zivajl parametrické modely zaloZené na riznych dodatecnych predpokladech
o vlastnostech ndhodného vektoru, zejména normality, kovarian¢ni staciona-
rity nebo markovské vlastnosti. Parametrické modely se pouzivaji jak k po-
pisu poklesu vlastnich ¢isel, tak k pfimému modelovani varianéni matice ¢i
jejl inverze. Parametry prislusnych modeli lze odhadovat standardnimi sta-
tistickymi postupy.

Kli¢ova slova: varianéni matice, odhad, vysoka dimenze, regularizace.

Abstract: In many statistical applications, where the dimension of a random
vector highly exceeds the number of available measurements, the estimation
of covariance matrix poses a challenge. The sample covariance matrix has sev-
eral undesirable properties in this case, specifically low rank and poor accu-
racy of estimation of its individual elements. This paper provides an overview
of methods that are used for covariance matrix estimation in high-dimensional
problems. First, we pay attention to computationally simple methods which
usually work element-wise, such as shrinkage, tapering, etc. Further, more
complex approaches are presented, which employ parametric models based
on additional assumptions about the properties of the random vector, es-
pecially normality, covariance stationarity and Markov property. Parametric
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tice M, pro jejiz prvky lze pii daném X ziskat explicitni formuli, se dodatecné
prevede na pozitivné definitni matici dal§imi heuristickymi postupy (napt. se
v jejim spektralnim rozkladu ponechaji pouze kladné vlastni ¢isla a ostatni
se poloZi rovna néjakému ¢ > 0).

Druhou moznosti je pak v souladu s €lanky [11] a [9] matici M parame-
trizovat pomoci validni kovarianéni funkce, ktera bude popisovat dosah ko-
relaci, a prostfednictvim minimalizace MSE odhadovat jeji parametry. Tam
je jiz pozitivni definitnost zarucena, ¥idkost ale zajisténa neni, coz déla tuto
metodu ponékud méné vypocetné atraktivni.

2.3. Vynulovani zanedbatelnych prvkua (tzv. tresholding)

Pro uplnost na zavér zminime metodu, pro niz se v anglické odborné literature
pouziva termin tresholding. Myslenka vychazi z toho, Ze vysokodimenzionalni
varianéni matice, které se vyskytuji v praktickych aplikacich, jsou obvykle
fidké, a obsahuji tudiz mnoho nulovych prvki. Vylepseny odhad, navrzeny
ptvodné v [3], pak je

Tt(S) = (Sij]-[‘siﬂ?t] :ivj = 17ap) ) (7)

kde T} (S) znaci operator tresholdingu aplikovany na vybérovou varianéni ma-
tici a ¢t > 0 je zvoleny prah, pod nimz jiz prvky poklddame za zanedbatelné.
Autofi [3] doporucuji ¢ zvolit podle nasledujiciho postupu: Vybér se ndhodné
10; N
tou se vybérové variancéni matice Sy, a Sn,. Tento postup se opakuje K-krat
a t se zvoli tak, aby minimalizovalo

rozdéli na dveé ¢éasti o velikostech N; = N (1 — a Ny = % a vypoc-

7. ®)

1 K
t) = — T, -
R(t) % k; [T (Sny k) — SNy

Velkou pfednosti metod jako tapering a tresholding je jednoduché imple-
mentace. Nevyhodou vSak muze byt to, Ze pozitivni definitnost vysledku casto
neni zajisténa. Pro tresholding je v [3] alesponi ukdzana stejnomérné konzis-
tence v operatorové normé na mnozin€ fidkych matic, a to za podminky, ze

S
3. Parametrické metody

Pokud nédhodny vektor X ma specifické vlastnosti, které se promitaji do tvaru
jeho varian¢ni matice, lze jejich zohlednénim ve formé predpokladi odhad
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2.2. Posileni diagonaly matice (tzv. tapering)

Efektivni a zaroven jednoduchy zpisob jak potlacit rusivé kovariance ve vy-
bérové varian¢ni matici je vynasobit S po prvcich fidkou pozitivné definitni
matici M. Oznacéime-li vysledny odhad jako S;, pak

S2=SOM7 (5)

kde o zna¢i Schuriv soucin. Tato metoda byva v anglické literatuie oznaco-
véana jako tapering (v [21] jako banding) a matice S2 jako tapered matriz.
Diky fidkosti matice M je fidka i matice Sa, coz prinési zejména v datové
asimilaci velké vypocetni vyhody.

Je-li M pozitivné definitni matice, pak diky vété o Schurové souéinu (napft.
[10], str. 479, Véta 7.5.3) je zajisténo, Ze S2 bude také pozitivné definitni.

V kontextu datové asimilace byla regularizace kovariance pomoci Schu-
rova soucinu navrzena v [11] a [9] a vychdzi z principtt modelovani kovari-
ance ndhodného pole pomoci kovarianéni funkce. Necht tedy X(s) je spojité
néhodné pole definované na omezené doméné © < R3 pokryvajici ¢ast at-
mosféry Zemé a X = (Xi,...,X,)" piedstavuje n&jakou diskretizaci X, tj.
X; = X(si), s; €®.Funkce C(s,t) = cov(X(s), X(t)) se nazyva kovarianéni
funkce pole X. Plati, Ze pro kazdou diskretizaci X je matice s prvky C(s;, s;)
pozitivné semidefinitni a naopak, je-li pro libovolny vybér bodu s; kovaria-
néni matice s prvky C(s;, s;) pozitivné semidefinitni, definuje C' kovarianéni
funkci.

Matice M je v [11] konstruovéna tak, Ze je pozitivné definitni a jeji (i, 5)-
ty prvek M; je roven o(|s; — s;|gs), kde g: [0,00) — [0, 1] je funkce s kom-
paktnim nosiem a |-|ps je norma v prostoru R3. Jinymi slovy, ¢ je mozné
ztotoznit s dobie definovanou korela¢ni funkei a (5) tedy modeluje kovari-
anci pole jako Schurtav souc¢in vybérové kovariance s korela¢ni matici danou
funkei p. Zkonstruovat takovou funkei (zejména s kompaktnim nosi¢em) je
netrividlni problém, kterym se zabyva ¢lanek [8], z néhoz je v [9] vzata funkce
o hladka a monotdnné klesajici k nule, konkrétné jde o polynom patého fadu
[8, vztah (4.10)]. Graf tvarem pfipominéd pravou polovinu Gaussovy kiivky,
ktera vsak nabyva nulové hodnoty v kone¢né vzdélenosti, coz zajistuje ¥id-
kost M.

Jiz pod nazvem tapering se tato regularizaéni metoda objevuje v ¢ldnku [7]
kde se matice M urcuje z minimalizace vzdalenosti méfené stfedni ¢tvercovou
chybou

MSE(S2) = E|E - S| = E(tr (£ - S o M)?)). (6)

Minimalizace by se méla provadét pres tiidu pozitivné definitnich matic M,
coz je vypocetné narocné. Toto omezeni se proto ignoruje a vyslednd ma-
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models are used to describe the decay of eigenvalues or to model the covari-
ance matrix or its inverse. Parameters of the corresponding models can be
estimated by standard statistical techniques.

Keywords: covariance matrix, estimator, high-dimension, regularization.

1. Uvod

V tomto c¢lanku se budeme zabyvat metodami odhadu varianéni matice na-
hodného vektoru X = (Xi,...,X,)" délky p zaloZenymi na ndhodném vy-
metod se tykaji vicedimenzionalnich ndhodnych poli, zejména v prostorové
statistice, kdy napfiklad v kazdém z 500000 (= p) bodi tfidimenzionalni
miizky o rozmérech 100 x 100 x 50 zjistujeme hodnotu uréité proménné, za-
timco dostupny nahodny vybér ma rozsah v fadu desitek. Takova situace je
typickd pro atmosférické védy, kde stav atmosféry popisovany numerickym
modelem méa vysokou dimenzi, ale vypocetni narocnost modelu nedovoluje
pracovat s velkym poctem ,scénara“ a tvorit ndhodné vybéry o velkém roz-
sahu, které by dobfe popisovaly stochastické vlastnosti modelovych poli.

Kromé prostorové statistiky se problém odhadovani varianéni matice v si-
tuaci malého vybéru objevuje v mnoha dalSich oborech, napf¥. finan¢nictvi,
genetice, lékatrské statistice, epidemiologii nebo zpracovani obrazu. Jednou
z typickych tloh, kde odhad varian¢ni matice hraje kli¢ovou roli, je zaclerio-
véani aktudlnich pozorovani do dynamického systému (tzv. datova asimilace).

Metody odhadu uvedené v tomto ¢lanku jsou urceny zejména pro tuto
aplikaci, tak jak se pouzivi ve védach o atmosfére. P¥islusné nadhodné pole
pak obsahuje napt. hodnoty ruznych meteorologickych veli¢in. Pfi modelovani
varian¢nich matic vicerozmérnych poli se obvykle body mfizky uspotradaji do
vektoru, napriklad u dvourozmérného pole se zkonstruuje vektor obsahujici
postupné vsechny sloupce matice miizky. Vektor X v dalsim textu obvykle
znacdi takto usporadané ndhodné pole. Pak je mozné pouzit rtizné metody
odhadu vcetné standardnich, je vSak tfeba vzit v tvahu specidlni strukturu
varianéni matice vyplyvajici z povahy ptuvodniho problému.

V celém ¢lanku budeme ptredpokladat, ze rozdéleni vektoru X ma konecné
druhé momenty a ozna¢ime var(X) = ¥. Standardnim odhadem varianéni

matice ¥ zalozenym na ndhodném vybéru Xy, ..., Xy je vybérova varian¢ni
matice
1 X
S = ~X) (X —X)T
N_1 Z (Xk ) (X ) (1)
k=1
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kde X = % Zszl X}. V nasi situaci malého po¢tu pozorovani je to odhad ne-
kvalitni a trpi celou fadou nedostatkt. Je-li rozdéleni X spojité a p/N < 1,
ale ne dostatecné blizké nule, je sice matice S skoro jisté invertibilni, ale
je obvykle $patné podminénd, coz mimo jiné znamend, Ze jeji inverze S—!
je nekvalitnim odhadem matice ¥~'. V piipadé p >> N ma jiz matice S
nizkou hodnost a vypocet jeji inverze neni viitbec mozny. Odhad matice pres-
nosti 7! je pfitom v ¥adé situaci klicovy. Ke $patné podminénosti matice S
se pridava jako dalsi nezadouci jev vyskyt tzv. rusivych kovarianci (angl. spu-
rious covariances), coz jsou nerealné vysoké odhady kovarianci vzniklé pouze
v dtsledku malého rozsahu vybéru.

V tomto ¢lanku se zaméfime na metody regularizace odhadu varianéni
matice, kde regularizaci rozumime libovolnou techniku vedouci k regularni
matici, kterda bude dobrym odhadem skuteéné varianéni matice. Metody re-
gularizace mtzeme délit na neparametrické a parametrické, dale rozliSovat
podle toho, zda probihaji v pivodnim (fyzickém) prostoru nebo v transfor-
movaném prostoru (spektralnim, waveletovém), a konecéné také podle toho,
zda je regularizovana varian¢ni matice nebo jeji inverze. Nize popsané nepa-
rametrické metody se Casto daji analogicky pouzit i po transformaci, proto je
v sekci 2. uvedeme jen ve fyzickém prostoru. V sekci 3. popiSeme ruzné para-
metrické modely zaloZené na dodatec¢nych predpokladech o struktute odhado-
vané varian¢ni matice, a to jak ve fyzickém prostoru, tak v transformovaném
prostoru a pro inverzni varianéni matici.

2. Neparametrické metody

2.1. Odhad metodou smrsténi (tzv. shrinkage odhad)

Je znamo, ze deficit v rozsahu vybéru ma za nasledek zkresleni struktury
vlastnich ¢isel vybérové varianéni matice v tom smyslu, Ze nejvétsi (nejmen-
§i) vlastni ¢éisla jsou pfi odhadu nadhodnocena (podhodnocena). Celd fada
metod se zabyva korekci tohoto fenoménu. Ptfikladem mohou byt odhady
metodou smrsténi, tzv. shrinkage odhady. Asi nejznaméjsi z nich je linedrni
shrinkage odhad definovany v ¢lanku [16], ktery je dobfe podminény a vede
ke zpfesnéni odhadu varian¢ni matice, aniz by se predpokladala jakakoliv
specialni struktura. Tento odhad je tvaru

Sy =pvl +(1-p)S, (2)

kde 0 < p <1 av > 0. Vysledny odhad tedy vznikd smrsténim vybérové
varianéni matice S k diagonalni matici. V ¢lanku [16] se optimdalni odhad
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parametr p, v hleda prostfednictvim minimalizace stfedni kvadratické ztraty

minE |pvI + (1 —-p)S — EH;,
vip

kde |A|r = +/tr(AAT) znad¢i Frobeniovu normu matice A. Pfi vypoctu mi-
nimalizace se vyuzije, ze ES = X. Autofi zjistili, Ze optimalni koeficienty
linedrni kombinace (2) jsou

B 1 B 62 762
V—Etr(E), '0_7042—%62 =5

3)
kde
F#-lBIS-SE, at=lisowrfh, & -lmis-urp,
P p p

které bohuzel zéviseji na nezndmé varianéni matici X. V ¢lanku [16] lze ale
nalézt pro parametry v, 8, « a § konzistentni odhady. Jejich dosazenim
do (2), s vyuzitim vztahu (3) pro p, pak ziskdme pozitivné definitni odhad
matice X.

Dtivod, pro¢ odhad (2) funguje dobfe, 1ze nahlédnout z toho, ze vybérova
vlastni ¢isla (tj. vlastni ¢isla vybérové varianéni matice S) jsou vice rozpty-
lena kolem svého priimeéru nez skuteénd vlastni ¢isla X. V [16] je dokdzano, ze
pouzitim konvexni kombinace (2) dojde ke smrsténi vybérovych vlastnich ¢i-
sel k jejich primeéru, a tim k celkovému zlepSeni odhadu. Myslenka vylepseni
odhadu varianéni matice prostfednictvim smrsténi vybérovych vlastnich ¢isel
k jejich primeéru je podrobnéji popsana v prehledovém ¢lanku [18].

Vzorec (2) miize mit obecnéjsi tvar

St =pT + (1-p)S, (4)

kde T je cilovd matice (tzv. target matriz), kterd disponuje kyzenymi vlast-
nostmi varian¢ni matice, jako je plna hodnost a pozitivni definitnost. Cilova
matice T se ¢asto voli diagonalni.

Misto pfimého odhadu koeficientu p ve vzorci (4), popf. (2), lze smrsténi
dosahnout také tak, ze se dostupny nahodny vybeér rozsiii o dalsi simulovana
pozorovani, kterd se nageneruji z rozdéleni s variancni matici 7. Z takto
vzniklého souboru se pak vypocte vybérovd varianéni matice (1). Tato pro-
cedura mé podobny efekt jako smr§téni pivodni vybérové varianéni matice S
k cilové matici T'. Konstrukce novych ¢lenti se odviji od predpokladanych sta-
tistickych vlastnosti ndhodného vektoru X.
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