65. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie C

. Najdéte nejmensi moznou hodnotu vyrazu
322 — 12zy + y*,

ve kterém x a y jsou libovolna cela nezaporna cisla.

. Urcete, kolika zptsoby lze vsechny hrany krychle ABCDEFGH obarvit ¢tyimi
danymi barvami (celou hranu bez krajnich bodu vzdy jednou barvou), aby pfitom
kazda sténa krychle méla hrany vSech ¢tyr barev.

.V pravouhlém lichobézniku ABC'D s pravym thlem u vrcholu A zakladny AB je
bod K prusecikem vysky C'P lichobézniku s jeho tihlopfickou BD. Obsah c¢tyrihel-
niku APC'D je polovinou obsahu lichobézniku ABCD. Urcete, jakou ¢ast obsahu
trojuhelniku ABC' zaujiméa trojuhelnik BCK.
. Adam s Bérou hraji se zlomkem

10a + b

10c +d
takovou hru na ¢tyfi tahy: Hraci stiidavé nahrazuji libovolné z dosud neurcenych
pismen a, b, ¢, d néjakou cislici od 1 do 9. Bara vyhraje, kdyz vysledny zlomek
bude roven bud celému ¢islu, nebo ¢islu s koneénym pocétem desetinnych mist;
jinak vyhraje Adam (naptiklad kdyZz vznikne zlomek %—é) Zacina-li Adam, jak ma
hrat Bara, aby zarucené vyhrala? Zacina-li Bara, je mozné poradit Adamovi tak,
aby vzdy vyhral?

Krajské kolo kategorie C se kona
v autery 12. dubna 2016

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na Tfeseni
uloh 4 hodiny cistého casu. Povolené pomiticky jsou psaci
a rysovaci potfeby a skolni MF tabulky. Kalkulatory, note-
booky ani zadné jiné elektronické pomucky dovoleny nejsou.
Za kazdou tulohu miize soutézici ziskat 6 bodl; hodnoti
se pritom nejen spravnost vysledku, ale i logickd bezchyb-
nost a uplnost sepsaného postupu. Bodova hranice k urceni
uspésnych fesiteld bude stanovena centralné po vyhodnoceni
statistik bodovych vysledkti ze vSech kraji. Tyto tdaje se
zéktim sdéli pred zahajenim soutéze.



65. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh krajského kola kategorie C

1. Oznac¢me dany vyraz V a upravme ho dvojim uzitim obratu zvaného doplnéni
na ctverec:

V =32% — 122y + y* = 3(x — 2y)* — 127 + y* = 3(x — 29)* + (y* — 6)* — 36.
Z¥ejmé plati (x — 2y)? = 0, takze nejmensi hodnotu vyrazu V p#i pevném y dostaneme,
kdyZ polozime x = 2y. Zbjva proto najit nejmensi moznou hodnotu mocniny (y* — 6)?2
s nezdpornou celo¢iselnou proménnou y. Protoze y* € {0,1,4,9,16,25,...} a ¢&islo 6
padne mezi ¢isla 4 a 9 této mnoziny, plati pro kazdé celé ¢islo y nerovnost

(y* — 6)*> 2 min((4 —6)*, (9 — 6)*) = min{4, 9} = 4.
Pro libovolna cela ¢isla x a y tak dostavame odhad
V=230+4-36=-32,
pritom rovnost V' = —32 nastane proy =2 a x = 2y = 4.

Odpovéd. Hledana nejmensi mozna hodnota daného vyrazu je —32.

Za Uplné feseni udélte 6 bodul, z toho 3 body za potfebnou Gpravu vyrazu, 1 bod za urceni minima
mocniny (y2 —6)? (sta¢i konstatovat, ze 22 je druhd mocnina nejblizsi k ¢islu 6), 1 bod za uréeni hledané
hodnoty —32 a 1 bod za uvedeni dvojice (x,y), pro niz se tato hodnota dosahuje.

2. Rizné barvy musi mit nejen ¢tyri hrany kazdé stény krychle, ale také kazdé tii
hrany, které vychézeji ze stejného vrcholu krychle (protoze kazdé dvé z nich patii jedné
sténé). Tento Gvodni postieh budeme v celém Feseni mlcky opakované vyuzivat.

Zacneme obarvenim hran stény ABC D, barvy jejich hran AB, BC, C'D, DA ozna-
¢ime po tadeé ¢isly 1, 2, 3, 4. Pro vybér barvy 1 mame 4 moznosti, pro vybér barvy 2 uz
jen 3 moznosti atd., takze pocet vSech obarveni hran stény ABC'D je roven 4:3-2-1 = 24.
Vybereme jedno z nich a dale budeme uvazovat o moznostech obarveni zbylych osmi
hran krychle.

Podle barvy 1 hrany AB a barvy 4 hrany AD vidime, Ze hrana AF miZe mit
barvu 2 nebo 3. Rozeberme podrobné prvni pfipad, kdy AE ma barvu 2. Zname tedy
obarveni péti hran, jak je vyznaceno na prvni krychli ze seridlu na obr. 1, ktery ukazu-
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je, jak postupné uréit (uz jednoznacné dand) obarveni zbylych sedmi hran. V kazdém
kroku nad Sipkou uvadime hranu, jejiz barvu pravé urcujeme. PopiSeme prvni krok:
hrana DH nemuze mit ani barvy 3 a 4 (kvili hrandm DC a DA), ani barvu 2 (kvuli
sténé ADHE), ma tedy barvu 1. Takto argumentujeme i v dalSich krocich; na posledni
krychli dostavame obarveni vSech jejich hran, které skutec¢né vyhovuje podmince tlohy.

Obdobnym postupem lze ziskat (jediné) vyhovujici obarveni vSech hran krychle i ve
druhém pfipadé, kdy hrana AE méa barvu 3 (obr.2). Podrobny seridl jsme vynechali,
zejména proto, ze pocéateéni krychli z obr.2 (véetné urcenych barev) lze prevést na
pocatecni krychli z obrazku 1, kdyz ji nejprve zobrazime v soumérnosti podle roviny
ACGE a poté navzdjem vymeénime barvy 1 <> 4, 2 <> 3 (a znaceni vrcholi B + D,
F < H).
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Obr. 2

Ovérili jsme, ze kazdé z 24 moznych obarveni hran stény ABCD lze rozsitit pravé
dvéma zptisoby na vyhovujici obarveni vSech 12 hran krychle. Proto je jejich celkovy
pocet roven 2 - 24 = 48.

Jiné feSeni. Opét budeme opakované vyuzivat postieh z ivodu prvniho feSeni,
tentokrat vsak v odliSném postupu zalozeném na poznatku, ze Zddné dve rovnobéziné
hrany krychle nemohou mit stejnou barvu. Staci to dokazat jen pro dvé rovnobézné
hrany, které nelezi v téze sténé krychle, bez jmy na obecnosti napriklad pro hrany AB
a GH. Kdyby naopak mély stejnou barvu, nemohla by ji mit uz zadna z hran BC', BF,
GC, GF, neboli by ji neméla zddna z hran stény BCGF', a to je spor.

Oznacime-li barvy hran AB, BC', CD, DA opét po fadeé ¢isly 1, 2, 3, 4, pak podle
dokazaného poznatku maji v horni sténé FFGH barvu 1 a 3 hrany FF'G a FH —
nevime ovSem v jakém poradi; obé moznosti jsou vykresleny na obr. 3. V jakém potadi
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Obr. 3

jsou barvy 2 a 4 zbylych hran EFF a GH horni stény? Na levé krychli podle barev
AB, AD a EFH vidime, ze AE mé barvu 2, takze v horni podstavé ma EF' barvu 4
a GH barvu 2. Podobné na pravé krychli ma BF' barvu 4, takze EF méa barvu 2 a GH
barvu 4. Jednoznac¢né obarveni zbylych ,svislych“ hran obou krychli je uz nasnadé; pro
levou krychli obdrzime vysledné obarveni z obr. 1, pro pravou krychli obarveni z obr. 2.



Timto postupem znovu dochazime k zavéru, ze hledany pocet vyhovujicich obarveni
dané krychle ABCDFEFGH je roven dvojnasobku poc¢tu vybéra barev pro hrany stény
ABCD.

Za uplné feseni udélte 6 bodu. Za urceni poc¢tu 24 vsSech obarveni jedné stény udélte 1 bod, stejné tak
ohodnotte postfeh o riiznych barvéach libovolnych t#{ hran se spole¢nym krajnim bodem. Pfi netiplném
postupu z prvniho FeSeni udélte 1 bod za rozliSeni dvou moznost{ pro barvu (paté) hrany AE, uréovéani
barev zbylych sedmi hran muiize byt v Gplném feSeni popsano pouze pro prvni z téchto hran a pro
dalsi bez postupnych obrazkt. Pfi netiplném postupu z druhého tfeseni udélte 2 body za zdtvodnéni
poznatku o barvach libovolnych dvou rovnobéznych hran.

3. V pravothelniku APCD ozna¢me ¢ = |CD| = |AP| av = |AD| = |CP| (obr.4,
kde jsme jiz také vyznadili dalsi délky, které odvodime v pritbéhu fegeni).!
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Obr. 4

Z predpokladu S(APCD) = 1S(ABCD) plyne pro druhou polovinu obsahu
ABCD vyjadreni $S(ABCD) = S(PBC), tudiz S(APCD) = S(PBC) neboli cv =
= 3|PB|v, odkud vzhledem k tomu, ze v # 0, vychézi |[PB| = 2¢, v dusledku ¢ehoz
|AB| = 3c.

Trojihelniky CDK a PBK maji pravé uhly u vrcholi C, P a shodné (vrcholové)
uhly u spolec¢ného vrcholu K, takze jsou podle véty uu podobné, a to s koeficientem
|PB| : |CD| = 2c : ¢ = 2. Proto také plati |[PK| : [CK| = 2 : 1, odkud |[KP| = 2v
a |CK| = 3v.

Posuzované obsahy trojihelnikit ABC a BCK tak maji vyjadieni

_ |AB]-|CP| _ 3w
- 2 2

_|CK|-|BP| zv-2¢

S(ABC) S(BCK) ; s =5

proto jejich pomér mé hodnotu

S(BCK) icv

S(ABC)  3cv

Odpovéd. Trojuhelnik BC K zaujimé 2/9 obsahu trojahelniku ABC.

Za 1plné feseni tlohy udélte 6 bodu, z toho 1 bod za odvozeni |BP| = 2|CD|, 2 body za objev
podobnosti trojihelnikit CDK a PBK s koeficientem 2, 1 bod za uréeni |CK| = %|AD| a zbylé 2 body
za sestaveni a vypocet hledaného poméru. Absenci argumentu z poznédmky pod ¢arou v zakovskych
protokolech tolerujte.

1 Protoze podle zadéni thlopricka BD protina vysku C P, musi jeji pata P lezet mezi body A a B,
takze se jedna o ,,obvykly“ lichobéznik ABCD s delsi zékladnou AB a kratsi zékladnou CD.



4. Ma-li prvni tah Adam, mize Bara hrat tak, aby byl vysledny zlomek roven
jedné, coz podle zadani piinese Bate vitézstvi. Takovy zlomek vyjde, budou-li soucasné
platit obé rovnosti a = ¢ a b = d, kterych Bara dosadhne tahy ,soumérné sdruzenymi
podle zlomkové ¢ary s Adamovymi tahy.

Zacina-li Bara, muze Adam hrat tak, aby vySel zlomek se jmenovatelem 10c + d
délitelnym tfemi, jehoz Citatel 10a+b vSak délitelny tfemi nebude. K tomu Adamovi staci
po kazdém z obou Barinych tahtt vhodné ,dourcit” citatel ¢i jmenovatel, kupiikladu
podle kritéria délitelnosti tfemi mu staci zajistit, aby se ciferny soucet a + b cCitatele
rovnal 10 a aby se ciferny soucet ¢+ d jmenovatele rovnal 9 nebo 12. Adam tak vyhraje,
protoze vysledny zlomek nebude mozné kratit tfemi, takze se nebude rovnat zadnému
zlomku s mocninou ¢isla 10 ve jmenovateli, jakym lze zapsat kazdé ¢islo s konec¢nym
poctem desetinnych mist.

Za Uplné Teseni udélte 6 bodtl, z toho 3 body za popis vitézné Bariny strategie v pripade, kdy zacina
Adam, a 3 body za popis vitézné Adamovy strategie v pripadé, kdy zac¢ind Bara. Obé popsané vitézné

strategie nejsou samoziejmé jediné mozné, napiiklad Adam mutiZze zalozit svou strategii na délitelnosti
jedenacti namisto tfemi, kdyz svymi tahy dosdhne rovnosti ¢ = d a nerovnosti a # b.



