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Védecké a odborné ¢lanky

V prikladech v nasledujicich kapitolach se bayesovsky odhad typicky uréi
jako stiedni hodnota aposteriorniho rozdéleni, kterou zde nebudeme pfimo
odvozovat. Postup pro odvozeni pro rizné situace lze najit v siroké nabidce
dostupné literatury (napf. [18]), a tak se radéji zaméfime na interpretaci
vysledki v situaci, kdy je pfedchozich R méfeni (pro R = 1) provadéno za
stejnych podminek jako stévajici (nova) data. Vysvétlime, zda bayesovské od-
hady opravdu povazuji (napf. fyzikalni) konstanty za ndhodné veli¢iny. Hlubsi
filozofickou obhajobu bayesovského uvazovani lze nalézt napt. v knize [14],
kterd prezentuje (bayesovské) pravdépodobnostni uvazovani jako pfirozenou
nadstavbu matematické logiky a zdravého rozumu.

2. Stredni hodnota normalniho rozdéleni

2.1. Jednorozmeérny pripad

Uvazujeme nahodny vybér X,..., X,,, kde X; pochazi z norméalniho rozdé-
leni X; ~ N(6,0%) proi = 1,...,n. MiZe jit napf. o vysledky méFeni rychlosti
svétla, kterou zde tim padem oznacujeme jako 6. Normalita hodnot X; muze
byt pomérné UW&,ONQ&H“ pokud se kazdé jednotlivé méfeni X; realizuje jako
pramér nékolika nezavislych méreni a pokud data neobsahuji odlehlé hod-
soﬁ%m. Jako X oznadime préimér pozorovanych dat, pro néjz mmEomw&Emw
plati var X = o2 /n.

Nezavisle na naméfenych datech méjme k dispozici vysledky predchozich
méfeni. Odhady 6 ziskané z téchto apriornich méfeni oznacime jako tq, ..., tg.
Dejme tomu, zZe kazdy z nich byl ziskan také jako realizace normalné rozdélené
néhodné veli¢iny. Oznaéme t = MWHH t./R.

Nyni postupujme velmi pomalu. Znalost ¢1,...,tz ndm snizuje nejistotu
(neuréitost) o neznamé hodnoté §. Ocekavame, Ze hodnota ¢ bude blizkd
skuteéné, neznamé hodnoté veli¢iny @, nebot povazujeme za nediivéryhodné,
aby skuteénd hodnota 6 byla vyrazné odchylend od experimentalné urce-
ného primeéru ¢. Nezndme pii¢inu tohoto odchyleni, proto jej povazujeme

za nahodné. Vérime, ze odchylka urcité velikosti je stejné pravdépodobna,
at nastane na jednu nebo na druhou (opac¢nou) stranu od skuteéné hodnoty

!Simon Newcomb (1835-1909) provedl v roce 1882 celkem 66 méfeni rychlosti svétla.
Data jsou k dispozici v knihovné BayesDA softwaru R a historii jejich zpracovani shrnul
Stigler [20]. Uz Newcomb pfifazoval malé vahy ,diskordantnim“ pozorovanim; kdyz se
odlehlé hodnoty vynechaji, normalni rozdéleni je vhodnym modelem ([21], str. 1070).

20statns jiz Carl Friedrich Gauss (1777-1855), otec teorie chyb méfeni, modeloval chyby
méfeni pomoci normalniho rozdéleni [15].

w_umd% vztah 1ze zdivodnit také z hlediska bayesovského pfistupu za predpokladu nein-
formativniho apriorniho rozdéleni.

Informaéni bulletin Ceské statistické spole¢nosti, 3/2021

Mezi vice nez sedmdesati ucastniky, kterym zelena na slovenském koro-
navirovém semaforu’ umoznila ucast, mné slovensti kolegové coby jedinému
zéstupci CStS prisoudili roli Gestného hosta z bratrské krajiny a pozorné na-
slouchali mému piispévku na téma COVID a statistika — co jsme se (ne)nau-
cili.

Konference byla doplnéna piijemnym spoleéenskym programem, mj. or-
ganizovanou prohlidkou historického jadra stredoslovenské metropole zalité
podzimnim (jesennym) sluncem.

v

20. slovenska statistické konferencia

!Semafor se rozsvécuje vzdy ve ctvrtek a je ,,platny“ pro cely tyden od néasledujiciho pon-
déli. Barva semaforu signalizuje miru restrikci. Barvy jsou uvaddény pro jednotlivé okresy.
V dobé zahajeni konference, tedy ve ¢tvrtek 9. zari 2021 byl sice Banskobystricky okres
stale jesté zeleny, ale na dalsi tyden uz se rozsvécovala oranzova.
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Védecké a odborné ¢lanky

Uvazujme specialni situaci, kdy je kazda z hodnot tq,...,tg (tak jako
hodnota X spoCtend z méfeni) ziskdna z celkového podtu n méfeni s roz-
ptylem o”. Protoze vart, = o°/n pror = 1,..., R, plati vart = o°/(nR).
Obvykle se v literatufe jen stroze uvadi, Ze = lze odhadnout z pfedchozich
méFeni; zde je nicméné piirozené pro var konkrétné zvolit v° = o>/ (nR).
Pak ziskdavame

R

mmum+H R+1 m+1. (5)

Vysledny odhad je vlastné prumér vsech dostupnych méteni, ktery se ziska
zahrnutim predchozich (pfedbéznych) méfeni mezi ostatni, pozdéji namérené
hodnoty. V praxi ¢asto byvaji pfedbéznd meéfeni méné piesna nez aktualni
méfeni. Ovsem i v situaci, kdy nemame k dispozici pfedchozi méfenitq, ..., tg
a je zafixovan pomér o> / QSMY plati vysledek obdobny vztahu (5).

2.2. Mnohorozmérny piipad

Uvazujme p-rozmérny nahodny vybér X,,...,X,,, kde X; pochazi z normal-
niho rozdéleni N,(p,3) pro ¢ = 1,...,n. Postupujme obdobné jako v ka-
pitole 2.1, ale jiz struc¢néji. Z pfedchozich méfeni jsou k dispozici odhady

parametru p, které oznacime jako ti,...,tg. Ozna¢ime vybérové priuméry
jako
. 1 n 1 R
NanN& a ,umM?. (6)
i= r=

Pokud ptfedbéznou znalost vektorového parametru g modelujeme normalnim
rozdélenim p ~ N,(t,n), pak je stfedni hodnota aposteriorniho rozdéleni
vektoru p vyjadiena v [5] vztahem

==+ ) 2T X + 7', (7)

Specidlné uvazujme, ze X = o’T. Predpokladejme, zZe presnost vSech
slozek vektoru p je stejné a Ze pfedbéznou znalost vektorového parametru p
1ze modelovat normalnim rozdélenim

- . 2 2
"~ Zﬁnﬁua_mmAQ\ yeees Y vv Amv
St¥edni hodnota (7) aposteriorniho rozdéleni vektoru p pak odpovida vztahu

:QMW + Qmm
ny? + o?

o= ; 9)

Informaéni bulletin Ceské statistické spole¢nosti, 3/2021

ZPRAVA O CINNOSTI MEZINARODNI PRACOVNI
SKUPINY COVID-19 (VE SPOLUPRACI

SE SKUPINOU PRO VZDELAVANT)

COVID-19 INTERNATIONAL WORKING GROUP
REPORT (IN COOPERATION WITH
LITERACY GROUP)

Katharina Schiiller

E-mail: katharina.schueller@stat-up.com

1. Webové stranky

Na strance FENStatS je nové sekce Guides & Resources. Pracovni skupina
COVID-19 shromazdila materidly (data, dashboards, reports) vztahujici se
k pandemii COVID-19 na trovni narodni i mezinarodni. Prostfednictvim
nové sekce jsou tyto informace zpfistupnény verejnosti. Jsou k dispozici v ruz-
nych podobach (data, zpravy, studie, elektronické interaktivni zdroje) a do-
plnény o néstroje pro analyzu dostupnych dat.

2. Kurz (MOOC) Rozhodovéni na zékladé dat v dobé
pandemie (Data-informed Decision Making in a Pan-
demic)

Pracovni skupina COVID-19 vypracovala navrh interaktivniho kurzu (zkr.
MOOC) na téma ,rozhodovani na zékladé dat v dobé pandemie“. Kurz by
mél pomoci nestatistiktim (novindftim, politiktim, ...) k rozhodovéan{ na z4-
kladé dat. Podkladem pro kurz budou materidly shromazdéné pracovni sku-
pinou a vychazejici z rAmce datové gramotnosti rozvijeného think tankem
Hochschulforum Digitalisierung. Kurz bude sponzorovan a bude pfistupny na
strankach némecké edukacni platformy Stifterverband/KI-Campus (Al Cam-
pus, viz https://ki-campus.org/), sponzorované némeckym ministerstvem
skolstvi a vyzkumu.

3. Zasady datové gramotnosti

Asociace Stifterverband spoleéné s dalsimi partnery v lednu 2021 iniciovala
sepsani Zasad datové gramotnosti (Data Literacy Charter). V tomto do-
kumentu se uvadi, co rozumime datovou gramotnosti a zduraziuje se jeji
vyznam pro vzdélavaci procesy. Dokument je v souladu s datovou strate-
gil némecké spolkové vlady a s Berlinskou deklaraci o digitalni spole¢nosti.
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Védecké a odborné ¢lanky

Zde ovSem uvazujme, ze mame z predchozich méfeni spocitané odhady 3
ve tvaru Uy /n, ..., Ug/n. Jinymi slovy pfedstavuji matice Uy,..., Ug apri-
orni protéjsky U. Dejme tomu, ze kazdy z predchozich experimentii probéhl
pfes n méfeni, a to se stejnou variabilitou jako souc¢asnd meéfeni. Je pfirozené

volit 2 a v tak, aby
R
1 U, Q
m M ﬂ = -2 AHWV

tedy vzit Q = MW& U, av = Rn+2. Odhad (14) pak ziskdme jako intuitivni
kombinaci vysledku méfeni s vysledky pifedchozich méfeni ve tvaru

) H m
MUH|G G‘ H
n(R+1) +ﬁM_ " (16)

4. Binomické rozdéleni

P1i vyrobé néjakého vyrobku v dané vyrobni lince bylo zjisténo, Ze z celkového
poc¢tu n vyrobku jich bylo m vadnych. Nahlizime na m jako na realizaci
nahodné veli¢iny M, které se ¥idi binomick§m rozdélenim Bi(n, p). Ukolem je
odhadnout neznamou pravdépodobnost vadného vyrobku p. Pti bayesovském
odhadu p je obvyklé modelovat nejistotu o p tak, ze se za apriorni rozdéleni
pro p zvoli beta rozdéleni p ~ beta(a,b) s konkrétnimi parametry a > 0
a b > 0; pak plati Ep = a/(a + b). Tento model studoval Andél ([1], str. 279)

a odvodil stfedni hodnotu aposteriorniho rozdéleni jako

a+m

E(plm) = S (a7

Uvazujme nyni, ze v dané situaci mame k dispozici R pfedchozich navza-
jem nezavislych kontrol kvality pfi vyrobé daného vyrobku. V r-tém z nich
bylo zjisténo, ze z celkového poc¢tu n, vyrobkt jich bylo m, vadnych.

Pak MW& m,. predstavuje realizaci ndhodné veli¢iny, ktera se fidi rozdéle-
nim mRMW& n,,p). Oznaéime p = MWH 3$.\AMW£ n,). Pro apriorni beta
rozdéleni se nabizi jako pfirozené zvolit parametry apriorniho rozdéleni tak,
ze

R R
p ~ beta MS? MAB\QA - Siv ) AHmv
r=1 r=1
protoze s touto volbou je stfedniho hodnota a rozptyl apriorniho rozdéleni

R R
Ep=7 a varp-= AMﬁuH SS.VAMﬁuH?@i - 3avvw Ava

(XE 2+ YR 0

Informaéni bulletin Ceské statistické spole¢nosti, 3/2021

ZLEPSENI MOZNOSTI FINANCOVANI
STATISTICKEHO VYZKUMU ZE STRANY
EVROPSKE RADY PRO VYZKUM

NEW EFFORT TO IMPROVE THE FUNDING
CONDITIONS FOR STATISTICAL RESEARCH
BY THE EUROPEAN COUNCIL

Gejza Dohnal
Adresa: FS CVUT v Praze, Karlovo namésti 13, 121 35, Praha 2

E-mail: gejza.dohnal@fs.cvut.cz

Hlavni dlohu ve financovani vyzkumnych projekti v ramci Evropské unie
hraje Evropské rada pro vyzkum (ERC). Je to evropska grantova agentura,
ktera pro planovéani a hodnoceni navrha vyzkumnych grantt pouziva stejné
jako napiiklad nase Grantova agentura tzv. panely. ERC pouziva systém 25
panell, které by mély pokryvat vSechny oblasti védy, inzenyrstvi a vzdéla-
véni, rozdélené do t¥ech skupin: socialni a humanitni védy (6 panelii, SH1 —
SH6), fyzikalni védy a inZenyrstvi (10 panelii, PE1 — PE10) a p¥irodni védy
(9 paneli, LS1 — LS9). Kazdy z téchto panelti pokryva nékolik oblasti védy
a vyzkumu, oznacené tzv. deskriptory. Tento systém se neustéle obnovuje
a upravuje. Posledni verze systému deskriptortt ERC je z roku 2020 [1]. Oblast
pravdépodobnosti a statistiky je v ni pokryta v panelu PE1 dvéma deskrip-
tory: PE1_13 (Probability) a PE1_14 (Statistics).'

Federace Evropskych nérodnich statistickych spolecnosti (FENStatS), je-
jimz ¢lenem je i nase spole¢nost, vyvinula nové sili s cilem zlepsit podminky
financovani statistického vyzkumu ze strany Evropské rady. Korespondence
mezi prezidentem FENStatS a predsedou ERC dava nadéji na zlepseni moz-
nosti financovani ze strany ERC. Prezident FENStatS Walter Radermacher
rozeslal 19. inora 2021 na adresy narodnich statistickych spolec¢nosti nésle-
dujici dopis:

Vizeni clenové FENStatS, mili kolegové,

na nasem Valném shromdzdéni loni v zd7i jsem vds informoval, Ze jsem vynaloZil
nove usili na zlepseni podminek financovdni statistického vyzkumu ze strany Ev-
ropské rady pro vyzkum. Ve svém dopise predsedovi ERC, profesorovi Jean-Pierre

Bourgignonovi, ze dne 3. zdii 2020, jsem poukdzal na to, Ze pandemickd krize
znovu zduraznila vyznam statistiky a statistického vyzkumu pro moderni spolecnosti:

1To je ponékud lepsi situace nez v GACR, kde jsou oba tyto obory pokryty jedinym
Sirokym hodnoticim panelem P201 Matematika a informatika.
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Védecké a odborné ¢lanky

Specialné predpokladejme, ze R predchozich méfeni probéhlo ve stejnych
podminkach, v nichz byla ziskdna nova data. To znamena predpokladat, ze
kazdé z b, pro r = 1,..., R bylo ziskdno v linedrnim modelu se stejnymi
regresory i se stejnym poctem pozorovani jako (21). Nyni je pfirozené zvolit
O = (X"X)™'/R a tudiz B (23) m4 tvar

~

- 1
B=(x"x+RrX"X)" XY= ZbLs: (24)

ktery odpovidé intuici, protoze pfedstavuje jako v (11) konvexni linearni
kombinaci klasického odhadu a nuly.

5.2. Lasso

Apriorni rozdéleni pro 3; pro j = 1,...,p za podminky zndmé hodnoty o2
nyni uvazujme jako Laplaceovo se stfedni hodnotou 0 a parametrem méritka
7 > 0, tedy s rozptylem var §; = 2/ 2 Apriorni rozdéleni pro cely vektor 3
pritom bereme jako soucin jednotlivych apriornich rozdéleni pro Sy, ... vmw.
Specialné jesté predpokladejme x'x = 1. Sméfujeme k tomu, abychom
ziskali lasso odhad vektoru 3 jako bayesovsky odhad. Neni ovsem pravda
(ani za danych specifickych pfedpokladii), Ze by §lo ziskat lasso odhad jako
stfedni hodnotu aposteriorniho rozdéleni. Je ovSem znamo [22, 8], Ze modus
aposteriorniho rozdéleni je dan jako feseni tlohy

@
. w m
min |[Y = Xb|[; + 270 Q_M_s_ : (25)

jde o lasso odhad, v némz penaliza¢ni parametr lze oznacit jako A = 270°.

Necht je jako v kap. 5.1 k dispozici R pfedchozich méfeni se stejnymi
regresory a stejnym poétem pozorovani jako v (21). Mame tedy odhady 3

oznacené jako by, ..., bg. Pfedpokladejme, Ze jejich primér b je roven nule.
Samoziejmé plati varb = o’T /R. Uvazujme nyni analogicky jako v pied-
chozich kapitolach. Pokud polozime var3 = varb, tzn. pokud pozadujeme

2/7% = 0% | R, pak dostévame

T7=vV2R[oc atedy \=20V2R. (26)

10
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Védecké a odborné ¢lanky

voli K jako Gaussovské jadro

2
_lx =yl

52 , x,y €RP (30)

K(x,y) = exp

pro pevné o > 0, které lze odhadnout z dat. Uvazovanou tlohu (29) lze
vyjadrit jako

min {||Y - Ke||* + \a" Ko}, (31)
[e3

kde a = (ay, ..., szﬂ je vektor parametr a K je symetrickd matice s hod-
notami K;; = K(X;,X;) proi,j = 1,...,n. Derivacemi zjistime, ze minimum

nastava pro vektor

«a

(K"K +2K) K'Y
[(K+)\K]'K'Y
(K+ )Y, (32)

ktery zifejmé odpovidd odhadu metodou hiebenové regrese v linedrnim mo-
delu Y = Ka + e; proto se v literature také nazyva generalized ridge estima-
tor. Vyhlazena hodnota pro nové pozorovani Z € R” se pak ziskd jako

f(2) =) &K(Z,X,). (33)
=1

Odhad regresnich parametrii (32) 1ze ziskat bayesovskym postupem podle
kap. 5.1, pokud volime apriorni rozdéleni o« ~ N Aoq QNA\/HCLY které ovSem
na rozdil od volby v (24) neni podle naseho nazoru intuitivni.

7. Zavér

Vzhledem k tomu, jak nartistd objem dostupnych dat v rdznych oborech
lidské ¢innosti, naristd i moznost (a nékdy i potfeba) kombinovat naméfend
data s vysledky pfedchozich méfeni. Cim dél ¢ast&ji budeme mit k dispozici
apriorni znalosti nebo predstavy o neznamych parametrech, které se maji
odhadnout. Takto se v mnoha aplikacnich oblastech rozsifuje prostor pro
mozné uplatnéni bayesovskych metod.

Jako priklad lze uvést regularizované postupy pro vysoce dimenzionalni
data (tj. pro klasifikaci, regresi [10] ¢i testovani hypotéz [13]), které lze ¢asto
odvodit v bayesovském kontextu [2, 17]. Ve strojovém uceni m4 velky vyznam
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bayesovské uceni, které v poslednich letech vyrazné pfispélo k pokrokim v ro-
botice, a dale bayesovska optimalizace nebo bayesovské sité; samotné bodové
odhady pomoci neuronovych siti ale obvykle nelze uvazovat v bayesovském
kontextu, protoze vétsina odhad® v tlohach strojového uceni ani neni za-
loZzena na vérohodnostni funkci.

Clanek ilustruje na vybranych modelech, Ze bayesovské odhady umoziiu-
ji pfirozenym a intuitivnim postupem provést syntézu naméfené a apriorni
informace. Pokud je apriorni informace ziskané z méteni za stejnych podmi-
nek, za jakych jsou ziskana aktuédlni pozorovana data, pak se konkrétni volba
hyperparametrii nabizi pfirozenym (odpovidajicim) zptisobem. V nékterych
z popsanych piikladi jsme také schopni uhodnout, jak by mél vysledny odhad
vypadat. VSechny vysledky v tomto ¢lanku ve skutecnosti plati i pro R = 0.

Prestoze je nas pohled diky specifickym piedpokladiim na apriorni méfeni
znacné zuzeny, slo by vyuzit nékteré uvedené priklady napf. pfi vyuce sta-
tistiky, protoze ucebni texty obvykle prezentuji co nejobecnéjsi verze danych
postupu. Zaroven je tfeba prfiznat, Ze i v jinych pomérné zakladnich tlohach
muze byt bayesovské odhadovani dost slozité. To je tfeba priklad logistické
regrese, pro niz byl teprve v praci [3] navrzen konjugovany systém hustot®.

Zatimco bayesovska statistika je na éwww@m%ﬁ podivné predstavena jako
,»Vetev relativné moderni statistiky“, mizeme zaveérem Fici, Ze bayesovské uva-
zovani mé nejen dlouhou a velmi zajimavou S@&Qm, ale zaroven také slibnou
budoucnost.
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mxog.:mo/\mb%w: systémem se rozumi takovy systém pravdépodobnostnich rozdéleni,
kdy pfi volbé libovolné apriorni hustoty z daného systému do néj patii i aposteriorni
hustota.

qwddvm ://cs.wikipedia.org/wiki/Bayesovska_statistika

8Zatimco je dobfe znamo, ze Bayesovu vétu publikovanou roku 1763 znovuobjevil v roce
1774 a nasledné zpopularizoval Pierre-Simon Laplace, ztistava obvykle opomijeno, Ze ba-
yesovsky uvazoval i Carl Friedrich Gauss. Pravé bayesovskou tvahou ve svém vyznamném
dile [6] definoval metodu maximalni vérohodnosti i ziskal normalni rozdéleni jako to, pro
néjz maximélné vérohodny odhad stfedni hodnoty odpovidéd aritmetickému priameéru.
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