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Védecké a odborné ¢lanky

1.1. Kratka historie a vyznam tlohy o rozdéleni sazky

Této celkem nenapadné dloze, zndmé v anglicky psané literatuie jako ,pro-
blem of points“ ¢ ,problem of division of the stakes“, ve skutecnosti nalezi
dilezité misto v historii rozvoje teorie pravdépodobnosti. V poloviné 17. sto-
leti tuto tlohu tspésné vytesili Blaise Pascal a Pierre de Fermat. Jejich vza-
jemné korespondence ohledné tdlohy o rozdéleni sdzky — jedna ze slavnych
korespondenci v historii matematiky — se odehréla v roce 1654. Vice o této
slavné historii viz napt. [4], [8] ¢i [9]. Zajemctim doporuc¢ujeme préaci Karla
Macdka Poddtky poctu pravdépodobnosti [7], obsahujici mimo jiné komento-
vany pieklad Pojedndni o aritmetickém trojihelniku (Traité du triangle ari-
thmétique), které Pascal sepsal pravé v roce 1654 (vydano bylo v roce 1665).
V roce 1994 pfipomnél slavnou historii na strankach Informacniho bulletinu
CStS Jan Coufal [3].

Zaludnost tlohy spociva v tom, ze neni ziejmé, jak spravné popsat za-
kladni mnozinu vSech moznosti a specifikovat pravdépodobnosti téchto moz-
nosti, neboli, jak spravné zvolit pravdépodobnostni prostor. Uloha se tedy
tykd samotnych zakladu teorie pravdépodobnosti. Proto neni prekvapivé, ze
tlohu o rozdéleni sizky zminuje napf. Andél ve své knize Matematika na-
hody [1] hned v prvni kapitole vénované zdkladnim pojmtm teorie pravdé-
podobnosti.

Méné casto se zminuje, ze priblizné sto let po Fermatovi s Pascalem tlohu
uspésné resil Laplace, viz [6]. Jeho piistup byl pfitom bayesovsky. Nas ¢lanek
mé ambici tento pristup k feSeni slavné tlohy predstavit ¢eskému ctenari.
Nevychazime pfitom z Laplacova textu, ale z vlastnich ivah a vypocti, které
ostatné nejsou prilis slozité.

1.2. Klasické reSeni uilohy o rozdéleni sazky

Reseni Eogm o rozdéleni sazky vypada nasledovné: Oznacme pismenem h
pocet bodi, ktery je nutny pro celkové vitézstvi. O vitézi rozhodne nejvyse
2h — 1 partii (ozna¢me tento pocet symbolem n). Uvazujeme vSechny mozné
vysledky téchto n partii, byt se to mtize zdat zbyte¢né, protoze mozné ani
tolik partii k rozhodnuti potfeba nebude. Pro jednoduchost si predstavme pti-
pad, kdy h = 3. Bude potifeba odehrat nejvyse n = 2h — 1 = 5 partii. Prabéh
vSech péti partii mizeme popsat pétici pismen sloZenou ze znaki A a B,
kde A znaci vyhru prvniho hra¢e a B znaéi vyhru druhého hrace. Napi. pé-
tice AAAAA znamena, Ze vSech pét partii vyhral prvni hrac, pétice ABBAB
odpovida situaci, kdy prvni hrac¢ vyhral v prvni a ¢tvrté partii a druhy hrac ve

1 e . s . . .
Toto feseni je pripisovano Fermatovi. Pascalovo feseni uvedeme ve ¢tvrté kapitole.
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MEZINARODNI KONFERENCE V PROJEKTU IOSCS
INTL. CONFERENCE IN THE IOSCS PROJECT

Jiri Rybicka
E-mail: rybicka@mendelu.cz

Ve dnech 25. a 26. 10. 2021 se v Brné konala ,1. mezinarodni konference
o otevienych programech v univerzitnim informatickém vzdélavani“, ktera
byla organizovana jako jedna z aktivit projektu Erasmus+ s nazvem ,,Inno-
vative Open Source courses for Computer Science curriculum (IOSCS)“.

Konference probihala v prostorach budovy Z areilu Mendelovy univerzity
v Brné, ktera je jednim z partnerii projektu.

Cilem konference bylo nejen predstavit projekt a jeho dosavadni feSeni,
ale také seznamit ticastniky s Sirsi problematikou open source systému a jejich
vyuziti ve védecké, vyzkumné a vyukové praxi.

Prvni ptispévek prednesl dr. Remigiusz Olejnik, koordindtor projektu ze
ZUT (Zachodniopomorski Uniwersitet Techniczny ve Stéting). Jeho obsahem
byla informace o projektu, o dosud probéhlych aktivitich a vyhledu na po-
sledni rok feseni.

O jedné z aktivit — Intenzivni letni Skola vzdélavani s Open Source na-
stroji — referoval z pohledu studenta Jan Divis.

Ponékud sifeji byla koncipovana zvana prednaska doc. Roberta Marika
z LDF MENDELU s nazvem Jupyter, aneb védecké vypoc¢ty moderné a snad-
no. Ukazal v ni, jak kombinaci nékolika open source nastroji lze provadét
pomérné naroc¢né vypocty a transparentné pracovat s daty.

Tematicky do zaméfeni projektu velmi dobte zapadala i druhé zvana ptred-
naska predsedy Ceské statistické spole¢nosti a pedagoga Univerzity Palackého
v Olomouci dr. Ondfeje Vencalka s nazvem Daty podlozené omyly. Ukazal
v ni mimo jiné, jak lze efektivné zpracovavat data statistickym open source
systémem R a jak je velmi dulezité umét dosazené vysledky spravné inter-
pretovat.

Cilem projektu je konstrukce vzdélavacich pfedmétd na vysokoskolské
arovni, které pouzivaji open source nastroje. Pfedstaveni téchto pfedméti
bylo predmétem dalsiho bloku pfispévki: Probability and statistics with pro-
gramming in R (dr. Ales Kozubik, Zilinsk4 univerzita), Mathematical Ana-
lysis supported by wxMaxima (dr. Rudolf Blagko, Zilinsk4 univerzita), Open
Source tools for text processing (doc. Jifi Rybicka, Mendelova univerzita),
Programming language Lua (dr. Tomas Héla, Mendelova univerzita), Mobile
Application Development (Radostaw Maciaszczyk, ZUT) a Wireless Signal
Processing in GNU Radio Environment (Remigiusz Olejnik, ZUT).
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Védecké a odborné ¢lanky

Sance na vyhru vyjadfena prevracenou hodnotou tohoto podilu, jde tedy
o stejné rozdéleni banku).

zo—1 n, z1—1 n,
W h W il (1)

Dopliime, Ze v situaci popsané Andélem je z; = 1, 29 = 3, a tedy n, =
21 + 25 — 1 = 3 a vztah (1) dava vySe uvedeny pomér 7:1.

2. Jak rozdélit sazku, kdyz Sance nejsou vyrovnané a stav
je 0:0

Uvazujme nyni zobecnéni tlohy o rozdéleni sazky spocivajici v tom, Ze Sance
na vyhru v jednotlivych partiich nejsou pro oba hrace stejné. Budeme se na
hru divat optikou prvniho hrace. Jeho pravdépodobnost vyhry v jednotlivych
partiich budeme oznacovat p; € (0,1).

VySetfeme nyni zavislost pravdépodobnosti celkové vyhry prvniho hrace
P(W;) na pravdépodobnosti jeho vyhry v jednotlivych partiich p;. O¢ividné
P(W) je rostouci funkci p; — ¢im vétsi je pravdépodobnost vyhry v jedné
partii, tim vétsi je pravdépodobnost celkové vyhry. Tuto funkci budeme ozna-
covat wi, t.j.

P(W,) = SHAPV.

Predstavme si posloupnost n nezavislych pokust, v nichz pravdépodobnost
vyhry v jedné partii je p; (a je ve vSech partiich stejnd). Celkovy pocet
vyhranych partii ozna¢me X;. Tato ndhodna veli¢ina ma binomické rozdéleni
s parametry n a p;. K celkové vyhie pfitom dojde, pokud pocet vyher X;
bude alespon h. Proto

wi(p1) = P(X7 2 h).

Tato pravdépodobnost se d4 vyjadfit pomoci distribuéni funkce binomického

rozdéleni Fgin(n,p,) takto:

SHA@HV = HlHuA;X‘H M\~|Hv = H|~H__wm5?5wﬁvn\w|Hv. ANV

Prakticky vypocet vychézi z tvaru pravdépodobnostni funkce binomického

rozdéleni
h—1

wi(p)=1-) =) (3)
k=0
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KNIZNI RECENZE: MYSLENI RYCHLE A POMALE
BOOK REVIEW: THINKING, FAST AND SLOW

Jan Kalina

FE-mail: kalina@cs.cas.cz

LINKING. FAST AND SLOW

MYSLENI A@E\ZWHZO,
RYCHLE a POMALE m>w«@ﬂmww,ﬁz®é

DANIEL DANIEL

KAHNEMAN
KAHNEMAN

WINNER OF THE NOBEL PRIZE IN ECONOMICS

Knihu napsal Daniel Kahneman, vysla 2011, v ¢estiné 2012 v nakladatelstvi
Jan Melvil Publishing, 542 stran, recenzi napsal Jan Kalina (Ustav informa-
tiky AV CR) v bieznu 2021.

Knihu hodnotim jako mimotradné zdarilé dilo o rozhodovani za nejistoty
a o nedokonalosti lidské intuice. Nejprve popisuje dva zakladni systémy lid-
ského mysleni (kap. 1). Ty tvofi psychologické pozadi pro kapitoly 2 a 3
vénované rozhodovani za neurcitosti; statistikim budou jisté pripadat tyto
kapitoly za nejhodnotnéjsi. Dale se kniha vénuje ekonomickému rozhodovani
(kap. 4) a teorii $tésti (kap. 5); pravé za ekonomické aplikace poznatki o roz-
hodovani ziskal Daniel Kahneman Nobelovu cenu za ekonomii v roce 2002.
Kniha je hned od prvni stranky ¢tiva a pfinasi fadu prevratnych myslenek.

Cim kniha zaujme statistickou komunitu? Mé& pfedeviim zaujaly nékteré
ulohy, v nichZ se ma ¢tenaf rychle zorientovat a intuitivné (tedy co nejrychleji)
si tipnout vysledek. V nékterych takovych hddankach jsem se nechal také na-
chytat. Autor zde argumentuje, Ze neni dobré se spoléhat na svou statistickou
intuici; tim ovSem ma na mysli pravdépodobnostni intuici nebo schopnosti
odhadnout pravdépodobnosti nékterych jevi kolem nas. Tyto priklady, v ni-
chz jde tfeba o to bez pocitani odhadnout aposteriorni pravdépodobnosti
z danych apriornich pravdépodobnosti, pochopitelné ptsobi uméle, protoze
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Védecké a odborné ¢lanky

dokreslena diagondla w;(p;) = p; odpovidajici situaci, kdy se hraje jedind
partie (h = 1). Je vidét, ze (pro h = 3) je-li napt. p; = 0,25, je wy(p;) < 0,25,
tedy pokud ma hraé 25% pravdépodobnost vyhry v jedné partii, je pravdé-
podobnost, Ze celkové zvitézi, mensi nez 25 %. Potieba zvitézit opakovand
v nékolika partiich tak zvysuje férovost hry — pravdépodobnost celkového vi-
tézstvi ,lepsiho* hrace (hrace s p; > 0,5) je jeSté vétsi nez pravdépodobnost
jeho vitézstvi v jednotlivych partiich.

Cim vétsi je pocet vitéznjch partii pozadovany pro celkové vitézstvi, tim
vétsi je (pii libovolné pevné dané hodnoté p;) pravdépodobnost vyhry lepsiho
z hraci, tedy plati ,,¢im vice potFebnych vitézstvi, tim je hra férovéjsi“. Tato
zékonitost je ilustrovana na obrazku 2.

1.00-
0.751 h
—~ — 3
—
£ 0504 -=5
—
= -+ 10
- = 100
0.25
0.00

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
P1

Obrazek 2: Srovnéani zavislosti pravdépodobnosti celkové vyhry wi(p;) na
pravdépodobnosti vyhry v jedné partii p; pro ruzné pocty vitéznych partii
pozadovanych pro celkové vitézstvi.

3. KdyzZ Sance nejsou vyrovnané a hra je rozehrana

Uvahy a vypocty z predeslého odstavce lze snadno upravit pro situaci, kdy
hra je jiz rozehrana. Stejné jako v kapitole 1 budeme po¢ty zbyvajicich vyher
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Védecké a odborné ¢lanky

Jelikoz prvni z uvedenych moznosti nastane s pravdépodobnosti p; a druha
s pravdépodobnosti 1 — p;, musi pro pravdépodobnost celkového vitézstvi
prvniho hrade wq(p1; 21, z2) dle véty o Gplné pravdépodobnosti platit:

wi(p1; 215 22) = wi(pr; 21 — L z2) *p1 +wi(pr; 21,20 — 1) - (1 =p1). (6)
Pritom ziejmé

e w;(p1;0,25) =1 pro libovolné z5 > 0,

e w;(p1;21,0) =0 pro libovolné z; > 0.

Nyni jiz sta¢i tuto diferen¢ni soustavu rovnic vyfesit — vyjadiit wy (p1; 21, 22).

5. KdyZ pravdépodobnost vyhry nezname — Bayesovsky
pristup

V predchozich ¢astech jsme predpokladali, Zze zname pravdépodobnost vyhry
jednotlivych hrac¢t v jednotlivych partiich, tedy p; a po = 1 — p; jsou znamé
konstanty. V klasické podobé tlohy popsané v kapitole 1 pfitom jde o ,féro-
vou* hru, kdy p; = ps = 0,5. Pokladat hodnoty p; a ps za zndmé je realistické,
napiiklad kdyz jde o hézeni (dobfe vyvaZzenou) kostkou nebo jinou hazardni
hru, kdy p; umime vypoditat, jako je t¥eba ruleta (p; = 18/37 z pohledu
sézejiciho na ¢ernou/éervenou; u americké rulety, kterd ma zdvojenou nulu,
je pp = 18/38). Jak ale rozdélit vyhru mezi dva tenisty, kdyz prvni z hract
vede 2:0 na sety (pfi hfe na tfi vitézné sety), ale jeho dosavadni zapasova
bilance je pasivni — vSechny ¢tyfi pfedeslé vzajemné duely prohral? Otézka
také muze znit, jak rozdélit svou sdzku na vitézstvi téchto hraci? Parametr
p1 je v tomto pfipadé nezndmy. Povazujeme za pfirozené o ném uvazovat

bayesovsky, tedy jako o ndhodné veli¢iné.

5.1. Volba apriorniho rozdéleni hodnoty p;

Jesté predtim nez hraci zacnou hrat a nez uvidime, jak se kterému z nich
dari, mame néjakou vice ¢i méné vagni predstavu o pravdépodobnosti vyhry
prvniho hrace v jednotlivych partiich p;. Tuto pfedstavu muzeme vyjadrit
’ +
pomoci hustoty f,,:(0,1) = Ry.
Za apriorni rozdéleni hodnot p; mutzeme vzit napiiklad beta rozdéleni.
Pripomernime, Ze toto rozdéleni je dano hustotou

o) = gy 7 =) pie (0,D) @
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v

jednotlivych hraci, nebot odekdvanou vyhru vypocteme (v klasickém pii-
padé) jako soucin pravdépodobnosti vitézstvi a ¢astky, o kterou se hraje
(v ptipadé prohry je velikost vyhry nulovd). V bayesovském piipadé oceka-
vanou vyhru vypocéteme jako souc¢in Ew, a ¢astky, o kterou se hraje. V obou
piipadech pak pomeér ocekavanych vyher obou hract nezavisi na ¢astce, o kte-
rou se hraje.

Postup si opét ukdzeme pro hru na tii vitézstvi. S vyuZitim vztahu (4)
dostavame

Ew, = 6Ep] — 15Ep] + 10Ep’. (9)
Nyni sta¢i vyuzit vztahu pro obecné momenty beta rozdéleni (viz [5]):
k-1

E _ a+k-1 k-1 _ a+1
EX |@+m+w|HmX |_s.u|o_@+m+s.. (10)

Vyuzitim vztahi (9) a (10) pak dostavame vysledny pomér

Ew, (a+2)(a+Da o +5a8+7a+108% + 258 + 12

1-FBw,  (B+2)(B+1)3 10a%+5a8+25a+ 52 + 78 + 12°

5.4. Numericka ilustrace

Vysledky uvedené v této kapitole pouzijeme k vypoctu poméru, v jakém ma
byt v nékolika konkrétnich situacich rozdélena sazka. Budeme uvazovat zatim
nedohranou hru na tfi vitézsvi pro vSechny mozné prubézné stavy od 0:0 az po
2:2 a rizna apriorni rozdéleni. Budeme pfitom uvazovat situace, kdy zadného
z hrac¢t dopfedu nefavorizujeme (rozdéleni beta(1,1) a beta(4,4)), kdy je jeden
z hra¢i mirnym favoritem (rozdéleni beta(3,2) a beta(2,3)), a kdy je jeden
hra¢ favorizovan celkem jasné (beta(5,2) a beta(2,5)).

Je tfeba jesté rozmyslet, jakym zptsobem budeme naklddat s novou in-
formaci ziskanou v pribéhu hry. Ta samoziejmé méni nasi pfedstavu o roz-
déleni parametri beta rozdéleni: vyhra prvniho hrace v prvni partii posune
nasi pfedstavu o hodnoté p; smérem k vétsim hodnotadm, zatimco jeho even-
tualni prohra tuto predstavu posune smérem k mensim hodnotam. Stav 1:0
(resp. 0:1) v8ak zaroven piiblizuje (vzdaluje) prvniho hrace k (od) celkovému
vitézstvi. I kdybychom zustali u apriorniho rozdéleni velic¢iny p;, bude kaz-
da partie ménit pomér spravedlivého rozdéleni sazky. Pokud bychom napf.
u tenisovych utkani znali dosavadni pocet vitézstvi a proher hrac¢t ve vza-
jemnych zapasech, nikoliv v8ak detailni informaci o poméru set v téchto
utkénich, je kombinovani apriorni informace (na tGrovni zdpast) a aktudlni
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Védecké a odborné ¢lanky

v o 7

zalezi dosti na schopnostech hracd, a my zname dosavadni vzajemnou bilanci
hra¢a. Prvni hra¢ v minulosti vyhral v; partii a jen vy partii prohral (v; >
vg). Pak rozumnou volbou apriorniho rozdéleni je beta(1l + vy, 1 + vy). Toto
rozdéleni je vlastné aposteriornim rozdélenim v situaci, kdy apriorni rozdéleni
je rovnomérné, tj. beta(1,1), po odehrani v; +vy partii s vy vitézstvimi prvniho
hrace.

5.2. Rozdéleni hodnoty p; a rozdéleni hodnoty w;

Nase presvédéeni se tyka hodnoty p; vyjadfujici pravdépodobnost vyhry
v jedné partii, nikoliv v celé sérii. S touto pravdépodobnosti se zfejmé in-
tuice vypotradava lépe nez s pravdépodobnosti celkového vitézstvi, kterd, jak
jsme ukéazali, dosti zavisi na poctu vyher nutnych k celkovému vitézstvi. Ze
vztahu (2) vSak plyne, Ze w; je rostouci funkci parametru p;, a mizeme
proto vypocitat hustotu veli¢iny w; z hustoty velic¢iny p;. Vyuzijeme pritom
nasledujici vztah, viz Véta 3.5 v [2]:

ACHO)
For ) = i)

kde f,, je hustota veli¢iny w; (pravdépodobnost celkového vitézstvi), f,,
je hustota veliiny p; (pravdépodobnost vitézstvi v jedné partii) a w; ! je
inverzni zobrazeni k zobrazeni, které hodnoté p; pfifazuje hodnotu w; dle
vzorce (2).

Drobnou vadou na krése (¢i pravé naopak krasou?) je skute¢nost, Ze in-
verzni funkci ¢asto neumime explicitné vyjadrit, nebof k jejimu vyjadieni
by bylo potfeba nalezeni kotfene p¥islusného polynomu (vyssiho stupné). Na-
priklad pro vySe zminénou situaci hry na t¥i vitézstvi (h = 3) je wi(p1)
polynomem 5. stupné, viz (4). Derivace této funkce ma tvar

€ (0,1), (8)

wy (pr) = 30pT(1 - p1)°,

a proto pri hustoté proménné p; odpovidajici beta rozdéleni s parametry
a a 8 miZeme hustotu veli¢iny w; v libovolném bodé y € (0,1) vyjadiit
nasledovné:
-1 -1 -1 -1
(wr )" (1~ wi' ()
(a, 8) - 30(wi " (9))*(1 — wi' (y))?

Pro pevné dané y € (0,1) vypodteme hodnotu wi'(y) jako hodnotu p; €
(0,1), pro niz plati 6p; — 15p] + 10ps = y v intervalu (0,1).

S (y) = B
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Obrazek 3: Hustota ndhodné veliiny p; (plna linka) a ji odpovidajici hus-
tota ndhodné veli¢iny w; (pferusovana linka) ve tfech riznych situacich, kdy
rozdéleni veli¢iny p; je beta rozdéleni s parametry o = 3, 8 = 2 (nahote),
a =30, 8 =20 (uprostied) a a = 150, § = 100 (dole).

Souvislost hustoty f, a f,, je ukdzana na obrazku 3. Ten se opét tyka
hry na tfi vitézstvi (k vypoctim jsou pouZity vyse uvedené vzorce), pficemz
parametr p; ma beta rozdéleni. Jsou pritom uvazovany t¥i ruzné dvojice
parametri « a f3, pfi¢em? jejich pomér je vidy 3:2 — jde o dvojice (3, 2),
(30, 20) a (150, 100). Uvazujeme tak rtiznou miru nejistoty ohledné rozdéleni
parametru p;. Pro dvojici (3, 2) je nejistota nejvétsi, naopak pro dvojici (150,
100) je nejmensi.
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