Zpravy a informace

Konference byla urcena zejména pro studenty vysokych skol, byli zde
hlavné studenti z VUT, jimz se informace tohoto zaméfeni budou hodit nejen
ve studiu, ale nasledné i v inzenyrské praxi. Celkem bylo zaregistrovano pres
sto ucastniki.
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Abstrakt: Uloha o rozdéleni sazky mé dilezité misto v historii rozvoje teorie
pravdépodobnosti. Jeji klasickou podobu a feseni, které v 17. stoleti navrhli
Pascal a Fermat, zna soucasny Cesky ¢tenar napiiklad z knihy J. Andéla
Matematika nahody. Nas prispévek se zabyva jak touto klasickou podobou,
tak i situaci, kdy je pravdépodobnost vitézstvi jednotlivych hracd v diléich
partiich neznamé. V této situaci navrhujeme tlohu fesit bayesovsky, jak to
v 18. stoleti navrhl Laplace.

Kli¢ova slova: bayesovsky, pravdépodobnost, rozdéleni sazky.

Abstract: The problem of division of the stakes has an important place in the
history of the development of probability theory. Its classic form and solution,
suggested by Pascal and Fermat in the 17th century, are probably known to
the contemporary Czech reader from J. Andél’s book Mathematics of Chance.
Our contribution deals with both this classic form and the situation when
the probability of victory of individual players in sub-games is unknown. In
this situation, we propose a Bayesian solution, as Laplace suggested in the
18th century.

Keywords: bayesian, probability, division of the stakes.

1. Uloha o rozdéleni sazky a jeji role v rozvoji teorie
pravdépodobnosti

Klasicka tloha o rozdeéleni sazky zni takto: Dva hraci hraji hru, jejimz vitézem
se stane ten, ktery dosdhne urcitého predem pevné stanoveného poctu bodt
v sérii partii, kde vitézstvi v jedné partii pfinese jeden bod. Sance na zisk
bodu je pfitom pro oba hrace stejna. Vysledky jednotlivych partii povazujeme
za nezavislé. Hra je preruSena v situaci, kdy jeden z hraca vede, a uz v ni
nelze pokracovat. Jak spravedlivé rozdélit ¢astku, o kterou se hraje?




Védecké a odborné clanky

1.1. Kratka historie a vyznam ulohy o rozdéleni sazky

Této celkem nenapadné tloze, zndmé v anglicky psané literatufe jako ,pro-
blem of points“ ¢ ,problem of division of the stakes“, ve skutecnosti nalezi
dilezité misto v historii rozvoje teorie pravdépodobnosti. V polovin€é 17. sto-
leti tuto tlohu tspésné vytesili Blaise Pascal a Pierre de Fermat. Jejich vza-
jemné korespondence ohledné tlohy o rozdéleni sazky — jedna ze slavnych
korespondenci v historii matematiky — se odehrala v roce 1654. Vice o této
slavné historii viz napf. [4], [8] ¢i [9]. Zajemcim doporucujeme préaci Karla
Macédka Pocdtky poctu pravdépodobnosti 7], obsahujici mimo jiné komento-
vany preklad Pojedndni o aritmetickém trojihelniku (Traité du triangle ari-
thmétique), které Pascal sepsal pravé v roce 1654 (vydano bylo v roce 1665).
V roce 1994 pfipomnél slavnou historii na strankach Informacniho bulletinu
C'StS Jan Coufal [3].

Zaludnost tlohy spociva v tom, Ze neni ziejmé, jak spravné popsat za-
kladni mnozinu vSech moznosti a specifikovat pravdépodobnosti téchto moz-
nosti, neboli, jak spravné zvolit pravdépodobnostni prostor. Uloha se tedy
tykd samotnych zakladt teorie pravdépodobnosti. Proto neni prekvapivé, ze
tlohu o rozdéleni sdzky zminuje napf. Andél ve své knize Matematika na-
hody [1] hned v prvni kapitole vénované zakladnim pojmim teorie pravdé-
podobnosti.

Méné casto se zminuje, ze priblizné sto let po Fermatovi s Pascalem tlohu
uspésné fesil Laplace, viz [6]. Jeho piistup byl pfitom bayesovsky. Nas ¢lanek
mé ambici tento pfistup k feseni slavné tulohy predstavit ¢eskému ctenaii.
Nevychéazime pfitom z Laplacova textu, ale z vlastnich ivah a vypocti, které
ostatné nejsou prilis slozité.

1.2. Klasické resSeni tlohy o rozdéleni sazky

Reseni 1’1lohy1 o rozdeéleni sazky vypada nasledovné: Oznacme pismenem h
pocet bodi, ktery je nutny pro celkové vitézstvi. O vitézi rozhodne nejvyse
2h — 1 partii (ozna¢me tento pocet symbolem n). Uvazujeme v8echny mozné
vysledky téchto n partii, byt se to mlze zdat zbyteéné, protoze mozné ani
tolik partii k rozhodnuti potfeba nebude. Pro jednoduchost si predstavme pii-
pad, kdy h = 3. Bude potfeba odehrat nejvyse n = 2h — 1 = 5 partii. Priabéh
vSech péti partii miZeme popsat pétici pismen sloZenou ze znaki A a B,
kde A znaci vyhru prvniho hrace a B zna¢i vyhru druhého hrace. Napt. pé-
tice AAAAA znamend, Z%e vSech pét partii vyhral prvni hrac, pétice ABBAB
odpovida situaci, kdy prvni hrac¢ vyhral v prvni a ¢tvrté partii a druhy hrac ve

1 IR . . . IR « , .
Toto fesSeni je pfipisovano Fermatovi. Pascalovo Feseni uvedeme ve ¢tvrté kapitole.
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MEZINARODNI KONFERENCE V PROJEKTU IOSCS
INTL. CONFERENCE IN THE IOSCS PROJECT

Ji¥i Rybicka
E-mail: rybicka@mendelu.cz

Ve dnech 25. a 26. 10. 2021 se v Brné konala ,,1. mezinarodni konference
o otevienych programech v univerzitnim informatickém vzdélavani“, ktera
byla organizovana jako jedna z aktivit projektu Erasmus+ s nédzvem ,,Inno-
vative Open Source courses for Computer Science curriculum (IOSCS)“.

Konference probihala v prostorach budovy Z areilu Mendelovy univerzity
v Brné, ktera je jednim z partnert projektu.

Cilem konference bylo nejen piedstavit projekt a jeho dosavadni feseni,
ale také seznamit ticastniky s 8irsi problematikou open source systémi a jejich
vyuziti ve védecké, vyzkumné a vyukové praxi.

Prvni ptispévek prednesl dr. Remigiusz Olejnik, koordinator projektu ze
ZUT (Zachodniopomorski Uniwersitet Techniczny ve Stéting). Jeho obsahem
byla informace o projektu, o dosud probéhlych aktivitach a vyhledu na po-
sledni rok feSeni.

O jedné z aktivit — Intenzivni letni skola vzdélavani s Open Source na-
stroji — referoval z pohledu studenta Jan Divis.

Ponékud sifeji byla koncipovana zvana prednaska doc. Roberta Marika
z LDF MENDELU s nazvem Jupyter, aneb védecké vypocty moderné a snad-
no. Ukazal v ni, jak kombinaci nékolika open source nastroju lze provadét
pomérné naroc¢né vypocty a transparentné pracovat s daty.

Tematicky do zaméfeni projektu velmi dobfe zapadala i druhd zvana pied-
nagka predsedy Ceské statistické spolecnosti a pedagoga Univerzity Palackého
v Olomouci dr. Ondfeje Vencédlka s ndzvem Daty podlozené omyly. Ukézal
v ni mimo jiné, jak lze efektivné zpracovavat data statistickym open source
systémem R a jak je velmi diilezité umét dosazené vysledky spravné inter-
pretovat.

Cilem projektu je konstrukce vzdélavacich pfedméti na vysokoskolské
arovni, které pouzivaji open source nastroje. Predstaveni téchto predméti
bylo predmétem dalsiho bloku prispévka: Probability and statistics with pro-
gramming in R (dr. Ale§ Kozubik, Zilinskd univerzita), Mathematical Ana-
lysis supported by wxMaxima (dr. Rudolf Blagko, Zilinska univerzita), Open
Source tools for text processing (doc. Jifi Rybic¢ka, Mendelova univerzita),
Programming language Lua (dr. Tom4as Hala, Mendelova univerzita), Mobile
Application Development (Radostaw Maciaszczyk, ZUT) a Wireless Signal
Processing in GNU Radio Environment (Remigiusz Olejnik, ZUT).
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pfi redlném rozhodovani nebyvame nuceni se rozhodovat naprosto zbrkle. Na
druhou stranu by malokdo v redlném zivoté aplikoval v dané situaci Bayesuv
vzorec, tim spi§ vzhledem k tomu, Ze naSe logické uvazovéani (slovy autora)
ani nebyva ochotno zpochybiovat nazor, ke kterému predtim dosla (tfeba
i jen bleskovou rychlosti) nae intuice.

Prestoze lidsky tsudek je v knize vykreslen jako iracionalni a interpreto-
van doslova jako absurdni, smé$ny ¢i trapny, kniha vyzniva prekvapivé op-
timisticky a nasSe vlastni nedokonalost je popisovana s vtipem. I to pfispiva
ke ¢tivosti knihy, zrovna tak jako (Casto udivujici) vysledky zajimavych psy-
chologickych experimentu.

K celé knize mam snad jen tyto drobné piipominky:

e Pii popisu dvou systému lidského mysleni (rychlého intuitivniho a po-
malého logického) je zardzejici, ze kniha totalng ignoruje individudlni
odlisnosti (snad az na drobnou zminku na str. 148) a nezmitiuje do-
stupné studie, podle nichz maji ne€které osobnostni typy vétsi sklony
k intuitivnimu uvaZovani nez jiné [1].

e Na str. 220 uvadi autor patrné ve snaze maximéalné priblizit zakladni
pravdépodobnostni pojmy laiktim, Ze korelaéni koeficient r vzdy nabyva
hodnot z intervalu [0, 1]. Tim spi§ mtZe byt laik zaskocen, kdyz v p¥i-
kladu na str. 281 vychazi r zaporné.

e Na str. 196 nemusi byt jasné, co znamend, Ze korelace je méné€ nez
dokonalé. Nedokonaly je zde spis pfeklad; zfejmé se rozumi, ze nemusi
platit » = 1 ani » = -1, tj. nemusi nastat situace oznacovana jako
perfect correlation.

e V obecném kontextu autor zpochybnuje experty a jejich tsudky, nicmé-
né myslim, Ze se zde vyjadiuje zejména k obortim, v nichz sam praco-
val (psychologie, ekonomie). Napf. v mediciné se i pfes pokroky v ob-
lasti umélé inteligence uznava, ze lékar ma oproti algoritmim moznost
vyuzivat své tacitni znalosti. Zatimco Kahneman je ve své knize ani
nezminuje, jde o oblibeny pojem v klinickém rozhodovani popisujici
neformalizované znalosti expertii ziskané dlouhodobymi zkuSenostmi.

Literatura

[1] Mikovéa S.: Nejsou stejné. Jak diky Teorii typt porozumét détem i sami
sobé. Mea Gnosis, Praha, 2018. cit. 20
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véech ostatnich. Snadno nahlédneme, #e vSech mo#nych pritbéht je 2". Tento
pristup, kdy uvazujeme vysledky vsech n partii, ma vyhodu v tom, ze p¥i rov-
nosti Sanci na vitézstvi v jednotlivych partiich maji vSechny mozné pribéhy
stejnou pravdépodobnost. Vypocet pravdépodobnosti vitézstvi jednotlivych
hrac¢t podminéné urcitym priubéZznym stavem je pak snadnym cvic¢enim.

Andél ve své knize Matematika ndhody uvadi situaci, kdy k celkové vyhte
je tfeba vyhrat Set partii, tedy h = 6, a hra byla pferusena za stavu 5:3. Uvadi
také seznam Tesiteld, ktefi si pfed Pascalem a Fermatem na tloze takiikajic
vylamali zuby — dospéli k nesprdvnému feseni. Uvedme nyni spravné feseni.

Zn =2h—1 =11 partii je jiz 5+ 3 = 8 odehrano a zbyva dohrat tii partie
(pokud budeme ve hie pokracovat, i kdyby jiz bylo rozhodnuto o celkovém
vitézstvi). Moznych (stejné pravdépodobnych) scénaitu dalsiho vyvoje je cel-
kem 2° = 8. Jenom jediny z nich odpovida porazce pribézné vedouciho hrace.
Je to scénaf, v némz vSechny t¥i zbyvajici hry vedouci hra¢ prohraje. Sazka
by meéla byt rozdélena v poméru odpovidajicim Sanci jednotlivych hracd na
vyhru, tedy 7:1 (S8ance na vyhru je 7:1 z pohledu vedouciho hréce, a 1:7
z pohledu jeho soupefe).

Uvedme nyni obecné feSeni. Ozna¢me z; podet partii, které do celkového
vitézstvi chybi prvnimu hraci, a zo pocet partii, které k celkovému vitézstvi
chybi jeho soupeti. Oznac¢me dale maximalni pocet partii, které zbyvaji k roz-
hodnuti o celkovém vitézi, symbolem n, (index z pfipomind, Ze jde o zbyvajici
partie). Tedy n, = z; + 25 — 1.

Celkové vitézstvi prvniho, resp. druhého hrace, budeme oznacovat sym-
boly Wi, resp. Wy (W jako Win, tedy vyhra). Prvni hra¢ celkové zvitéz,
kdyZ jeho soupef zaznamend nejvyse z; — 1 ispéchil (potiebuje jich totiz 25).
Pravdépodobnost, ze druhy hrac¢ vyhraje pravé k z n, partii je (%) /2"
Pravdépodobnost celkového vitézstvi prvniho hrace je tudiz
zo—1 ny
P(W,)= ) %

k=0

Pravdépodobnost vyhry druhého hrace se vypocte analogicky — ve vzorci
sta¢i nahradit symbol z, symbolem z;. Tedy

5 (%)
P(Wy) = ) it

k=0

Séazka by méla byt rozdélena v poméru pravdépodobnosti na vyhru P(W;) :
P(W,), ktery odpovida Sanci na vyhru prvniho hrace (pro druhého hrace je
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Sance na vyhru vyjadfena prevracenou hodnotou tohoto podilu, jde tedy

o stejné rozdéleni banku).
zo—1 z1—1
n.\ N,
Z:(k>'§:(k)' @
k=0 k=0

Dopliime, Ze v situaci popsané Andélem je z; = 1, 29 = 3, a tedy n, =
21 + 29 — 1 = 3 a vztah (1) dava vySe uvedeny pomér 7:1.

2. Jak rozdélit sazku, kdyz Sance nejsou vyrovnané a stav
je 0:0

Uvazujme nyni zobecnéni tlohy o rozdéleni sazky spocivajici v tom, ze Sance
na vyhru v jednotlivych partiich nejsou pro oba hrace stejné. Budeme se na
hru divat optikou prvniho hréace. Jeho pravdépodobnost vyhry v jednotlivych
partiich budeme oznacovat p; € (0,1).

VySetfeme nyni zavislost pravdépodobnosti celkové vyhry prvniho hrace
P(W7) na pravdépodobnosti jeho vyhry v jednotlivych partiich p;. O¢ividné
P(W,) je rostouci funkci p; — ¢éim vétsi je pravdépodobnost vyhry v jedné
partii, tim vétsi je pravdépodobnost celkové vyhry. Tuto funkci budeme ozna-
covat wi, t.j.

P(W1) = wi(p1)-

Predstavme si posloupnost n nezavislych pokust, v nichz pravdépodobnost
vyhry v jedné partii je p; (a je ve vSech partiich stejnd). Celkovy pocet
vyhranych partii ozna¢me X;. Tato ndhodnéa veli¢ina mé binomické rozdéleni
s parametry n a p;. K celkové vyhte pfitom dojde, pokud pocet vyher X;
bude alespon h. Proto

wy(p1) = P(Xy 2 h).

Tato pravdépodobnost se da vyjadrit pomoci distribu¢ni funkce binomického
rozdéleni Fgin(n,p,) takto:

wi(p1) =1-P(Xy =h—1) =1~ Fgin(np,)(h = 1). (2)

Prakticky vypocet vychazi z tvaru pravdépodobnostni funkce binomického

rozdéleni
h—1

wmm=1—z(®ﬁu—mw*. (3)

k=0
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Knihu napsal Daniel Kahneman, vysla 2011, v ¢estiné 2012 v nakladatelstvi
Jan Melvil Publishing, 542 stran, recenzi napsal Jan Kalina (Ustav informa-
tiky AV CR) v bfeznu 2021.

Knihu hodnotim jako mimotfadné zdafilé dilo o rozhodovani za nejistoty
a o nedokonalosti lidské intuice. Nejprve popisuje dva zakladni systémy lid-
ského mysleni (kap. 1). Ty tvofi psychologické pozadi pro kapitoly 2 a 3
vénované rozhodovani za neurcitosti; statistikim budou jisté pfipadat tyto
kapitoly za nejhodnotnéjsi. Déle se kniha vénuje ekonomickému rozhodovani
(kap. 4) a teorii $tésti (kap. 5); pravé za ekonomické aplikace poznatki o roz-
hodovani ziskal Daniel Kahneman Nobelovu cenu za ekonomii v roce 2002.
Kniha je hned od prvni stranky ¢tiva a pfinasi fadu prevratnych myslenek.

Cim kniha zaujme statistickou komunitu? Mé predevs$im zaujaly nékteré
ulohy, v nichZ se m4 ¢tenaf rychle zorientovat a intuitivné (tedy co nejrychleji)
si tipnout vysledek. V nékterych takovych hddankach jsem se nechal také na-
chytat. Autor zde argumentuje, Ze neni dobré se spoléhat na svou statistickou
intuici; tim ovSem ma na mysli pravdépodobnostni intuici nebo schopnosti
odhadnout pravdépodobnosti nékterych jevi kolem nas. Tyto piiklady, v ni-
chz jde tfeba o to bez pocitani odhadnout aposteriorni pravdépodobnosti
z danych apriornich pravdépodobnosti, pochopitelné ptisobi umeéle, protoze
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neni stejnd (hra neni ,férovd“). Ukazali jsme také, jak rostouci podet partii
potiebnych k celkovému vitézstvi zvySuje Sanci favorita na vitézstvi. Poté
jsme ukézali, jak k tloze pristoupit v situaci, kdy pravdépodobnost vitézstvi
hract v jednotlivych partiich je nezndma. Pfirozeny se nam jevi bayesovsky
pristup k tomuto problému. Ukézali jsme, jak rozdéleni pravdépodobnosti
vyhry v jedné partii transformovat na rozdéleni pravdépodobnosti celkové
vyhry. Nakonec jsme vypocitali, jak pfi tomto pristupu rozdélit sazku.

Vétime, ze zvidavy ctenaf mize mit mnoho dotazl a zlepSujicich napada.
Pokud se takovy ¢tendf najde, mize volné na tento text navéazat. Budeme
radi, kdyz své napady zverejni na strankach naseho bulletinu.

Literatura
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Ze vztahu (3) je patrné, ze wi(p;) 1ze vyjadiit jako polynomickou funkci
proménné p;. Napriklad pro h = 3 plati2

wi(py) = (g)pm —p)t+ (Z)p%u —p)t+ (Z)pi’a —p)’
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Obrazek 1: Zavislost pravdépodobnosti celkové vyhry w,(p;) na pravdépo-
dobnosti vyhry v jedné partii p; pfi hfe na tii vitézstvi.

Obr. 1 znazornuje zavislost pravdépodobnosti celkového vitézstvi wi (p;)
na pravdépodobnosti vyhry v jedné partii p; v situaci, kdy k celkovému vi-
tézstvi staci t¥i vyhrané partie (h = 3). V obrazku je pro snazsi orientaci

s GUpravami ndm muze pomoci napt. software Mathematica:
1-CDF [BinomialDistribution[5,p],2]
Expand [FunctionExpand [%]]
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dokreslena diagondla w;(p;) = p; odpovidajici situaci, kdy se hraje jedind
partie (h = 1). Je vidét, ze (pro h = 3) je-li napt. p; = 0,25, je wy(p;) < 0,25,
tedy pokud mé hra¢ 25% pravdépodobnost vyhry v jedné partii, je pravdé-
podobnost, ze celkové zvitézi, mensi nez 25 %. Potfeba zvitézit opakovand
v nékolika partiich tak zvysSuje férovost hry — pravdépodobnost celkového vi-
tézstvi ,lepsiho“ hrace (hrace s p; > 0,5) je jeSté vétsi nez pravdépodobnost
jeho vitézstvi v jednotlivych partiich.

Cim vétsi je pocet vitéznych partii pozadovany pro celkové vitézstvi, tim
vétsi je (pri libovolné pevné dané hodnoté p; ) pravdépodobnost vyhry lepsiho
z hraci, tedy plati ,,¢im vice potfebnych vitézstvi, tim je hra férovéjsi“. Tato
zékonitost je ilustrovana na obrazku 2.

1.00+
0.75 h
- -3
£ 050+ -=5
; . 10
- = 100
0.25-
0.00

000 025 050 075  1.00
P+

Obrazek 2: Srovnani zavislosti pravdépodobnosti celkové vyhry w;(p;) na
pravdépodobnosti vyhry v jedné partii p; pro rtzné pocty vitéznych partii
pozadovanych pro celkové vitézstvi.

3. Kdyz Sance nejsou vyrovnané a hra je rozehrana

Uvahy a vypoéty z predeslého odstavce lze snadno upravit pro situaci, kdy
hra je jiz rozehrana. Stejné jako v kapitole 1 budeme poéty zbyvajicich vyher
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informace (na Grovni setit) problematické. V této situaci muze byt opodstat-
néné zustat u apriorniho rozdéleni a zohledniovat aktualni stav pouze jako
rozdilnou ,,vzdéalenost* hraca od celkového vitézstvi.

Vysledky vypocti jsou uvedeny v tabulce 1 na nésledujici strané. Pro kaz-
dé apriorni rozdéleni a kazdy prubézny stav je uveden pomér rozdéleni sazky,
kdyz rozdéleni p; prubézné aktualizujeme. V zavorce je pak vzdy uvedeno,
jaky by tento pomeér byl, kdybychom ztistali u apriorniho rozdéleni.

Nékolik pozorovani z tabulky:

e Pro symetrickd apriorni rozdéleni: Za nerozhodného stavu je rozdéleni
sazky vzdy 1:1. Vsimnéme si symetrie: za stavu 0:2 rozdélujeme v po-
méru 1:19, za stavu 2:0 v poméru 19:1. Rozhodné stoji za povSim-
nuti, ze pokud bychom svou velmi vagni pfedstavu neaktualizovali, byl
by pomér za vyse uvedenych stavi ,jen“ 1:3, resp. 3:1. Stoji také za
povsimnuti, Ze napf. vedeni 2:0 méni pfi vagnim apriornim rozdéleni
beta(1,1) pomér rozdéleni sazy (19:1) vyraznéji nez pii méné vignim
apriornim rozdéleni beta(4,4), kdy je pomér 10:1. Pozorované dvé vyhry
totiz vyraznéji méni nasi predstavu o rozdéleni parametru p;.

e Pro nesymetrickd apriorni rozdéleni: Za nerozhodného stavu je sazka
rozdélena ,nerovné“ ve prospéch toho, kdo je favorizovan apriornim
rozdélenim. Pokud svou predstavu neaktualizujeme, nerovnomérnost
pomeéru rozdéleni pii nerozhodnych stavech 0:0, 1:1 a 2:2 postupné
klesa az k poméru urcéeném parametry apriorniho rozdéleni, napf. pro
beta (3,2) jsou tyto poméry postupné 9:5 (tj. cca 1,8 : 1), 22:13 (tj.
cca 1,7:1) a 3:2 (tj. 1,5 : 1). Pokud svou pfedstavu o rozdéleni p;
prubézné aktualizujeme, pak nerozhodny stav posouva nasi predstavu
smérem k vyrovnanosti hrac¢ia (p; posouvd smérem k hodnoté 1/2).
Proto rozdéleni za stavu 2:2 je blize k poméru 1:1 nez kdybychom svou
predstavu neaktualizovali — pomér je 5:4 pro beta(3,2) rozdéleni, coz je
blize k 1:1 nez pomér 3:2.

Zajimavych pozorovani je mozno z tabulky jisté ucinit vice. Ponechavame
tato pozorovani na ¢tenarich.
6. Zavér

Clanek pfipomina slavnou tilohu o rozdéleni sazky, ktera se dotyka samotnych
zékladu teorie pravdépodobnosti. Pfipomnéli jsme jeji feseni, zobecnili jej
na situaci, kdy pravdépodobnost vyhry obou hract v jednotlivych partiich
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pro jednotlivé hrace oznacovat z; a 2o, a maximalni pocet partii potfebnych
k rozhodnuti n,.
Prvni hrac zvitézi, bude-li pocet partii, které vyhraje, alespon zi, tj.

wi(pr;21,22) = 1-P(X;<2-1)=1- FBin(nz,pl)(Zl -1)
) g k
= 1-) (kz)pl(l—m)"z_ : (5)
k=0

V tomto vzorci jsme zdiraznili, ze pravdépodobnost vitézstvi prvniho hrace
neni pouze funkci pravdépodobnosti p;, ale zavisi také na pribézném stavu
hry, resp. na poctu partii, které k celkovému vitézstvi potfebuji jednotlivi
hréci, tedy na z; a 2. Vzorce (2) a (3) odvozené v kapitole 2 jsou vlastné
specialnim pfipadem tohoto vzorce, kde z; = 29 = h, a tedy n, = n.

Uvazujme specidlni piipad, kdy zatim vSechny hry vyhral prvni hrac
a zbyva mu posledni vitézna partie, tedy stav je (h—1) : 0. V tomto piipadé
z1 =1, 20 = h, n, = 21 + 29 —1 = h. Proto pravdépodobnost celkového
vitézstvi prvniho hrace je dle vzorce (5)

wi(py;1,h) =1 (1-py)".

Pokud p; je blizké nule, mize byt tato pravdépodobnost stale dosti mala.
Napf. pfi hie na t¥i vitézstvi (h = 3) a pribéZném vedeni ,outsidera®, je-
hoz pravdépodobnost vitézstvi v jednotlivych partiich je p; = 0,05, je stale
vyrazné pravdépodobnéjsi, Zze vyhraje druhy hrac¢, nebot pravdépodobnost
celkové vyhry prvniho hrace je 1 — (1 — 0,05)° = 0,14. Na druhou stranu,
pokud je pocet partii dosti velky a vedouci outsider neni ptili§ horsi nez fa-
vorit, ma jiz dosti dobrou Sanci na vitézstvi. Napi. pii p; = 0,2 a h = 5, je
pravdépodobnost vyhry prvniho hrade 1 — (1 — 0,2)5 =0,67.

4. Pascalovo feSeni tlohy o rozdéleni sazky

Pascalova tvaha vedouci k feseni tlohy o rozdéleni sazky je dnes znama
jako véta o iuplné pravdépodobnosti. Pascal si uvédomil, ze po situaci, kdy
k celkovému vitézstvi chybi prvnimu z hract z; vitéznych partii a druhému

(& 2 i, . . o dve (vzéi & se vvlucuiics) si :
hraci z9 partii, mohou nasledovat pouze dvé (vzajemné se vylucujici) situace

e prvni zvitézi a bude mu zbyvat z; —1 vitéznych partii, pficemz druhému
stale bude chybét zy partii k vitézstvi,

e druhy hrac¢ zvitézi a bude mu zbyvat zo — 1 vitéznych partii, zatimco
prvnimu stale bude chybét z; partii.
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Jelikoz prvni z uvedenych moZnosti nastane s pravdépodobnosti p; a druha
s pravdépodobnosti 1 — p;, musi pro pravdépodobnost celkového vitézstvi
prvniho hrade wq(py; 21, 22) dle véty o plné pravdépodobnosti platit:

wi(p1; 215 22) = wi(pr; 21 — 1, 22) *p1 +wi(pr; 21,22 — 1) - (1= p1).  (6)
Pritom ziejmé

e wi(p1;0,29) =1 pro libovolné z, > 0,

e wy(p1;21,0) = 0 pro libovolné z; > 0.

Nyni jiz sta¢i tuto diferenéni soustavu rovnic vytesit — vyjadrit wi(p1; 21, 22)-

5. KdyZ pravdépodobnost vyhry nezname — Bayesovsky
pristup

V piedchozich ¢astech jsme predpokladali, ze zndme pravdépodobnost vyhry
jednotlivych hrac¢t v jednotlivych partiich, tedy p; a py = 1 — p; jsou znamé
konstanty. V klasické podobé tlohy popsané v kapitole 1 pfitom jde o ,féro-
vou* hru, kdy p; = p> = 0,5. Pokladat hodnoty p; a ps za zndmé je realistické,
napiiklad kdyZ jde o hazeni (dobfe vyvaZzenou) kostkou nebo jinou hazardni
hru, kdy p; umime vypoditat, jako je t¥eba ruleta (p; = 18/37 z pohledu
sézejictho na ¢ernou/éervenou; u americké rulety, kterd ma zdvojenou nulu,
je pp = 18/38). Jak ale rozdélit vyhru mezi dva tenisty, kdyz prvni z hract
vede 2:0 na sety (pfi hfe na tfi vitézné sety), ale jeho dosavadni zdpasova
bilance je pasivni — vSechny Ctyfi predeslé vzajemné duely prohral? Otazka
také muze znit, jak rozdélit svou sazku na vitézstvi téchto hraci? Parametr
p1 je v tomto pfipadé neznamy. Povazujeme za prirozené o ném uvazovat
bayesovsky, tedy jako o ndhodné veli¢iné.

5.1. Volba apriorniho rozdéleni hodnoty p;

Jesté predtim nez hraci zacnou hrat a nez uvidime, jak se kterému z nich
dari, mame néjakou vice ¢i méné vagni predstavu o pravdépodobnosti vyhry
prvniho hrace v jednotlivych partiich p;. Tuto pfedstavu mtizeme vyjadrit
pomoci hustoty f, :(0,1) — Ry .

Za apriorni rozdéleni hodnot p; muzeme vzit naptiklad beta rozdéleni.
Pripomenme, ze toto rozdéleni je dano hustotou

o (1) = =) p € (0,1), (7)

_1
B(a, 8)
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jednotlivych hraci, nebot odekdvanou vyhru vypocteme (v klasickém pii-
padé) jako soucin pravdépodobnosti vitézstvi a ¢astky, o kterou se hraje
(v piipadé prohry je velikost vyhry nulovd). V bayesovském piipadé oceka-
vanou vyhru vypocteme jako soucin Ew, a ¢astky, o kterou se hraje. V obou
pripadech pak pomér ocekavanych vyher obou hrac¢t nezavisi na ¢astce, o kte-
rou se hraje.
Postup si opét ukdZeme pro hru na t¥i vitézstvi. S vyuzitim vztahu (4)
dostavame
Ew, = 6Ep; — 15Ep; + 10Ep’. (9)

Nyni staci vyuzit vztahu pro obecné momenty beta rozdéleni (viz [5]):

k _ a+k-1 k-1 _ a+1
EX _a+5+k—1EX _l_[a+ﬂ+i' (10)

i=0
Vyuzitim vztaht (9) a (10) pak dostdvame vysledny pomér

Ew, (a+2)(a+1Da o’ +5a8+7a+ 108> + 258 + 12

1-EBw;  (B+2)(B+1)8 10a% +5a8 +25a + B2+ 78 + 12

5.4. Numericka ilustrace

Vysledky uvedené v této kapitole pouzijeme k vypoctu pomeéru, v jakém ma
byt v nékolika konkrétnich situacich rozdélena sazka. Budeme uvazovat zatim
nedohranou hru na tfi vitézsvi pro vSechny mozné prubézné stavy od 0:0 az po
2:2 a ruzna apriorni rozdéleni. Budeme pfitom uvazovat situace, kdy zadného
z hraci dopfedu nefavorizujeme (rozdéleni beta(1,1) a beta(4,4)), kdy je jeden
z hra¢i mirnym favoritem (rozdéleni beta(3,2) a beta(2,3)), a kdy je jeden
hrié favorizovan celkem jasné (beta(5,2) a beta(2,5)).

Je tfeba jesté rozmyslet, jakym zptisobem budeme naklddat s novou in-
formaci ziskanou v pribéhu hry. Ta samozfejmé méni nasi predstavu o roz-
déleni parametri beta rozdéleni: vyhra prvniho hrace v prvni partii posune
nasi predstavu o hodnoté p; smérem k vétsim hodnotam, zatimco jeho even-
tudlni prohra tuto predstavu posune smérem k mensim hodnotdm. Stav 1:0
(resp. 0:1) v8ak zaroven pfiblizuje (vzdaluje) prvniho hrace k (od) celkovému
vitézstvi. I kdybychom zistali u apriorniho rozdeéleni veli¢iny p;, bude kaz-
da partie ménit pomeér spravedlivého rozdéleni sazky. Pokud bychom napft.
u tenisovych utkani znali dosavadni pocet vitézstvi a proher hract ve vza-
jemnych zapasech, nikoliv vSak detailni informaci o poméru setit v téchto
utkdnich, je kombinovani apriorni informace (na trovni zapast) a aktudlni
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Ve vsech piipadech vidime, Ze hustota f,, je oproti hustoté f,, vice kon-
centrovana u okraje intervalu (0,1). To odpovid4 nasemu pozorovani uciné-
nému v kapitole 2, Ze s rostoucim poc¢tem partii potiebym k celkovému vitéz-
stvi se hra stava férovejsi, nebot ten, kdo je mirné favorizovan v jedné partii,
je (p¥i nutnosti vyhréat vice partii k dosazeni celkového vitézstvi) jesté vice
favorizovan na celkové vitézstvi.

5.3. Jak v bayesovském pristupu rozdélit sazku

V klasickém pristupu bylo celkem zfejmé, jak rozdélit sdzku. Kdyz v situaci
uvazované v knize [1] mize nastat 8 riznych stejné pravdépodobnych scénait,
z nichz jen jeden vede k vitézstvi druhého hrace, déli se sazka v pomeéru 7:1.
Jde tedy o pomér pravdépodobnosti vitézsvi, tedy P(W;) ku P(W5). Stejny
pomér vyuzivame i v situaci, kdy p; nemusi byt roven 1/2, ale jde o libovolnou
hodnotu z intervalu (0,1), viz druhd a t¥eti kapitola totoho textu. Jak ale
postupovat v situaci, kdy ohledné hodnoty parametru p; panuje nejistota?
V tvahach ndm pomuze nésledujici jednoduchy piiklad:

Predstavme si, ze mame k dispozici t¥i hraci kostky — dvé klasické a tieti,
kterd ma na tfech sténach vzdy jednu tecku a na zbylych tfech neni nic.
Nahodné vybereme jednu kostku a hodime. Vyhravame, padne-li ,,jednicka®.
Pravdépodobnost vyhry je tedy bud 1/6 (pokud jsme vybrali jednu z klasic-
kych kostek), nebo 1/2 (pokud jsme vybrali specialni kostku). Pravdépodob-
nost vyhry snadno vyjadiime dle véty o tplné pravdépodobnosti takto:

pavy< L 2 11
Y76 372 3

Vyraz na pravé strané této rovnosti pfitom mutzeme také chapat jako stfedni

hodnotu nadhodné veli¢iny w;, kterd miize nabyvat hodnoty 1/6 s pravdépo-

dobnosti 2/3, a hodnoty 1/2 s pravdépodobnosti 1/3, nebot pro tuto veli¢inu

plati
1 2 11
Ew1=6-§+§‘§.
Proto v bayesovském pristupu k tloze o rozdéleni sazky délime sazku v po-
méru Ew, ku (1 — Ew,), kde

1 1
Buw, = f yfu, ()dy = j wi(p) fy, (p1)dp1 = E(wi (p1).

Podotknéme, ze spravedlivé déleni sazky odpovida nejen poméru pravde-
podobnosti vitézstvi jednotlivych hracd, ale také poméru ocekdvanych vyher
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kde o a 8 jsou parametry rozdéleni (jde o kladné redlnd ¢isla) a B(«, 3) je
hodnota tzv. beta funkce v bodech «, 8 (viz kapitola 1.3.1 v [2]). Hodnota
B(a, 8) € (0, 00) je vlastné jen normaliza¢ni konstanta — kladné redlné ¢islo,
jimz nasobime vyraz p?_l(l -y )B -t aby $lo o hustotu (integral hustoty pfes
celé R musi byt roven 1).

Parametry apriorniho rozdéleni a a 8 volime podle typu hry, jakou spolu
hrédi hraji, a také podle toho, co o nich vime. Pokud nemame diivod zadného
z hracu favorizovat, polozime o = 8 (déle budeme mluvit jen o parametru «).
Cim vétsi hodnotu o v takovém p¥ipadé zvolime, tim mensi rozptyl bude
rozdéleni mit, nebot plati

af B o’ _ 1
(a+ B2 (a+B+1) ooy (200720 +1) T 420+ 1)

var(py) =

Rozptyl pritom mizeme chapat jako miru nejistoty — ¢im vétsi «, tim men-
$1 rozptyl a tim mensi nejistota. Mira apriorni nejistoty ohledné hodnoty p;
(vyjadiend, jak jsme uvedli, pomoci parametra apriorniho rozdéleni) ma pod-
statny vliv na odhad celkovych Sanci na vyhru:

e Uvazujeme nejprve hru, kde vysledek témér nezavisi na schopnostech
hraca, ale zavisi hlavné na ,Stésti“. Takovou hrou je naptiklad hra,
v niz o vysledku rozhoduje hod minci. Nevime-li nic o minci, se kterou
se hazi, bude rozumné uvazovat apriorni rozdéleni s hustotou symet-
rickou kolem hodnoty 0,5 a s malym rozptylem, ktery odpovida (malé)
nejistoté ohledné ,férovosti“ mince. Dojde-li ve hie napi. ke stavu 3:0,
nasi predstavu o hodnoté parametru p; to sice ovlivni (zaéindme se
lehce klonit k moznosti, Ze mince je ,vychylend“), ovSem zfejmé nijak
vyrazné, nebot i pfi hodnoté p; = 0,5 mize k danému stavu celkem
bézné dojit.

e V jiném typu her vysledek hodné zavisi na schopnostech hracu. Jde
napft. o rtiznd sportovni klani. Pokud na zadatku o kvalitach (schop-
nostech) soupefil nic nevime, budeme opét volit apriorni rozdéleni sy-
metrické kolem hodnoty 0,5, nebot neméme diivod zadného ze soupeft
favorizovat. Bude v8ak rozumné volit apriorni rozdéleni vagni, tj. s vel-
kym rozptylem. Dojde-1li pak ve hie ke stavu 3:0, bude to celkem jasny
signal, ze jeden ze soupeit je lepsi a nasi predstavu o hodnoté parame-
tru p; to znac¢né ovlivni.

Zatim jsme probrali pfipady, kdy nemame dtivod dopredu nékterého z hra-
¢u favorizovat. Nékdy vsak fovorita zndme. Jde o situaci, kdy vysledek hry
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zalezi dosti na schopnostech hraci, a my zname dosavadni vzajemnou bilanci
hra¢a. Prvni hra¢ v minulosti vyhral v; partii a jen vy partii prohral (v, >
vg). Pak rozumnou volbou apriorniho rozdéleni je beta(1l + vy, 1 + vy). Toto
rozdéleni je vlastné aposteriornim rozdélenim v situaci, kdy apriorni rozdéleni
je rovnomérné, tj. beta(1,1), po odehrani v, +vy partii s vy vitézstvimi prvniho
hrace.

5.2. Rozdéleni hodnoty p; a rozdéleni hodnoty w;

Nase presvédéeni se tykd hodnoty p; vyjadfujici pravdépodobnost vyhry
v jedné partii, nikoliv v celé sérii. S touto pravdépodobnosti se ziejmé in-
tuice vyporadava 1épe nez s pravdépodobnosti celkového vitézstvi, ktera, jak
jsme ukéazali, dosti zavisi na poc¢tu vyher nutnych k celkovému vitézstvi. Ze
vztahu (2) vSak plyne, Ze w; je rostouci funkci parametru p;, a miZzeme
proto vypocitat hustotu veli¢iny w; z hustoty veli¢iny p;. VyuzZijeme pfitom
nésledujici vztah, viz Véta 3.5 v [2]:

BACHO)
fur ) = )

kde f,, je hustota veli¢iny w; (pravdépodobnost celkového vitézstvi), f,,

y € (0,1), (8)

je hustota veli¢iny p; (pravdépodobnost vitézstvi v jedné partii) a wy ! je
inverzni zobrazeni k zobrazeni, které hodnoté p; prifazuje hodnotu w; dle
vzorce (2).

Drobnou vadou na krése (¢i pravé naopak krasou?) je skutecnost, ze in-
verzni funkci ¢asto neumime explicitné vyjadrit, nebof k jejimu vyjadieni
by bylo potfeba nalezeni kofene ptislusného polynomu (vyssiho stupné). Na-
priklad pro vySe zminénou situaci hry na t¥i vitézstvi (b = 3) je wi(p1)
polynomem 5. stupné, viz (4). Derivace této funkce mé tvar

wi(pr) = 30pt (1 —py)?,

a proto pfi hustoté proménné p, odpovidajici beta rozdéleni s parametry
a a B miizeme hustotu veli¢iny w; v libovolném bodé y € (0,1) vyjadfit
nasledovné:

) R )
(er, 8) - 30(wr " (9))*(1 = wi' (y))?

Pro pevné dané y € (0,1) vypocteme hodnotu wi ' (y) jako hodnotu p, €
(0,1), pro niz plati 6p; — 15p] + 10p3 = y v intervalu (0,1).

Jur (¥) = 5
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Obrézek 3: Hustota ndhodné veli¢iny p; (plné linka) a ji odpovidajici hus-
tota ndhodné veli¢iny w; (pferusovana linka) ve tfech riznych situacich, kdy
rozdéleni veli¢iny p; je beta rozdéleni s parametry o = 3, 8 = 2 (nahote),
a =30, 8 =20 (uprostied) a a = 150, 8 = 100 (dole).

Souvislost hustoty f, a f,, je ukdzana na obrazku 3. Ten se opét tyka
hry na t¥i vitézstvi (k vypoétim jsou pouzity vyse uvedené vzorce), pfi¢emz
parametr p; ma beta rozdéleni. Jsou pfitom uvazovany tifi rizné dvojice
parametrit « a (3, pfi¢emz jejich pomér je vzdy 3:2 — jde o dvojice (3, 2),
(30, 20) a (150, 100). Uvazujeme tak rtiznou miru nejistoty ohledné rozdéleni
parametru p;. Pro dvojici (3, 2) je nejistota nejvétsi, naopak pro dvojici (150,
100) je nejmensi.
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