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VANOCNI DAREK A PF2025!
CHRISTMAS GIFT AND PF2025!

Pavel Stfiz

FE-mail: pavel@striz.cz

Véazené kolegyné, vazeni kolegové,

v zoufalé snaze upoc¢itat masivni vypocetni problém pro mého kamarida,
Stefana Pesky z Ziliny, jsem si zalozil malé vypocetni centrum. Kdyby nékdo
potieboval vypocetni silu, ozvéte se mi. Je to takovy maly vanocni darek.

Ale mnohem vétsi darek je objev serveru https://compute.cudo.org/,
kde uziti vCPU a vGPU je sice zpoplatnéné, ale rozumné, pocita to stabilné
a bez intervenci od administratori ¢i majitelti serveri. Bez vétsich problémi
jsem pocital na vice nez 250 silnych jadrech a nezbankrotoval jsem. Mohu
s klidnym svédomim doporucit!

Meél jsem takovy prijemny pocit, ze jsem objevil ,diru* ve vypocetnim
svété. Nabidka silnych virtudlnich stroju je drahd, u mensSich firem jsem se
setkal s tim, Zze mi vypocty majitelé mazali, a jeSté méli tu drzost mi psat,
7e mi systém nékdo naboural, ¢ mi snizovali vykon (dokonce aZ na t¥etinu).

Objevena firma se zaméfuje na vypocty pres vGPU, ale vCPU nabizi,
protoze ty na fizeni vGPU potfebuji. Nevadilo jim, Ze jsem jim na tydny
vypocetné zabral vSechny volné vCPU.

* kK

S rokem 2024 se tradi¢né rozlouc¢ime drobnou symbolickou novorocenkou.
Jedna se o ndpad z napovéd v sudoku vytvorit pismenka, a to tak, aby sudoku
byla platnd a hratelna. Zde je PF2025! pro pfiznivce této logické hry plus
feseni. Kazdé sudoku je resitelné samostatné, nejsou propojena.
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Pi{jemné proziti vdnoc¢nich svatki a $tastny novy rok 2025!

Sl el =] =
= [ (=== [=]s ]
oD EEEREE
<[a[e|o[= =] ==
=lelalolcalel= 1=

el [~ [c=[=le]= ]~

co[e== el ==

Flo—lele ===~

c ool lel=lx =

BB EREEEE

==~ ~["]= =
[~ [=[e]==[=]o[-]=
== [ola= === e
ool o= =
=== =][=]=
=l [=[=[==[e][=]=
e[ =[=[=[~]=]=]=
S === == ]e [~
== [alelelal= =

30

Informaéni{ bulletin Ceské statistické spoleénosti, 4/2024

ZOBECNENA ENTROPIE (RENYIHO o-ENTROPIE
A DALSI)

ENTROPY (RENYI’'S AND OTHERS)

Zdenék Pulpan

Adresa: Univerzita Pardubice, Dopravni fakulta Jana Pernera, Studentska 95,
53210 Pardubice 2; Na Brné 1952, 500 09 Hradec Krélové 9

E-mail: zdenek.pulpan@upce.cz, zdenek.pulpan@post.cz

Abstrakt: Entropie je jedna z charakteristik nahodné veli¢iny. V préci jsou
ukézana nékterd zobecnéni ptvodni Shannonovy entropie jako je Rényiho
nebo Tsallisova entropie. Naznaceny jsou dalsi moznosti zobecnéni.

Kli¢ova slova: entropie, Shannonova entropie, Rényiho entropie, Tsallisova
entropie, linearni entropie.

Abstract: Entropy is one of the characteristics of a random variable. Some
generalized original Shannon entropies such as Rényi’s or Tsalli’s entropy are
shown in the work. Other possibilities of generalization are indicated too.

Keywords: entropy, Shannon entropy, Rényi entropy, Tsallis entropy, linear
entropy.

1. Uvod

Kdyz v roce 1928 definoval Hartley sviij vzorec pro urceni kvantity neurci-
tosti v popisu pfenosu zprav, mozné netusil, jak vyznamna byla jeho myslenka
pouziti logaritmu na pocet vsech ocekavanych moznych situaci. Shannonovou
zésluhou o 20 let pozdéji pak bylo zavedeni miry neuréitosti (pozdé&ji nazvané
entropie) a velikosti informace (informace jako rozdil entropie pied a po pfi-
jeti zpravy) rozsifenim Hartleyovy myslenky na rozdéleni pravdépodobnosti
navzajem se vylucujicich ocekavanych variant zpravy. Studium neurcitosti pii
pfenosu zprav vedlo k objevu fady pozoruhodnjch vztahdi mezi nasim chapa-
nim neurcitosti a jejim zachycenim pomoci pravdépodobnosti a pak entropie.
Tak se vytvorila nova charakteristika, odvozena z pravdépodobnostniho roz-
délen{ (na mnoZiné v8ech variant zprdvy) a pojem entropie se stal soucésti
teorie pravdépodobnosti.

Znédmy madarsky matematik Alfréd Rényi (1921-1970) stacil za sviyj
kratky zivot Shannonovu mys$lenku dale tak zobecnit, Ze predchozi moznosti
odhadu neurcitosti z entropie se staly za urcitych podminek pouze specidlnimi
pripady Rényiho zobecnéni Shannonovy entropie. Rényiho parametrizované
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zobecnéni mé (vhodnou volbou hodnoty parametru) vétsi nadéji pro uplat-
néni v riznych experimentalnich situacich (tedy jiz ne jenom pfi pfenosu
a kédovani informace) nez ponékud uzsi pojeti Shannonovo. Zékladnim kro-
kem aplikace v konkrétni experimentalni situaci je volba urc¢ité ndhodné ve-
li¢iny (majici vatah k experimentu) a jeji, pro interpretaci nejvhodnéjsi, miry
neurcitosti. Mér neurcitosti se ve dvacatém stoleti objevilo velké mnozstvi,
my se zde zminime o téch z naseho hlediska nejzajimavéjsich [1,2,4-8,12-15].

2. Rényiho zobecnéna entropie

Uvazujme pravdépodobnostni schéma s diskrétni ndhodnou veli¢inou X a jeji
pravdépodobnostni funkci

n
TlyeeoyXp
P, = B , =1, 0<p;<n,
" (plv"'vp'IL) Zl:pl =Phe=
v pravdépodobnostnim prostoru Q,,, A, P, kde Q,, = {x1,22,..., 2}, n > 2,
je zdkladni prostor, A,, algebra vSech jeho podmnozin a P,, pravdépodobnost
na A,.

Definice 1. Zobecnénou Rényiho entropii fadu «, kde @ > 0, « # 1, pro
diskrétni ndhodnou veliéinu X s pravdépodobnostni funkci P, (X = ;) =
pi, ©=1,2,...,n, nazyvame vyraz

1 n
H, (X)= T log, (pr‘), o zékladu logaritmu z > 2, (1)
1

ktery je nejCastéji voleny z = 2, resp. z = 10, resp. z = e. Podle toho se
odlisuji jednotky, jak ukazeme.

Déle budeme diskrétni ndhodnou veli¢inu X (déle jen n.v. X) oznalovat
také pomoci jejiho pravdépodobnostniho rozdéleni takto:

X = (p17p27 e 7p’n.) .

Pro kazdé ptipustné « predstavuje H, (X) uréity ,metr“ méfeni entropie
(pro odhad miry neuréitosti) diskrétni n.v.X. Entropie souvisi s informaci
n.v. X tak, ze informace je rozdil veli¢iny H, (X) s rozdélenim pfed sledova-
nou udélosti a po ni. Zaklad logaritmu je v podstaté libovolny (urc¢uje ale také
,metr“, souvisi tedy s interpretaci veli¢iny H, (X)), ¢asto se uziva dvojkovy
logaritmus (z = 2) protoze mé nejjednodussi interpretaci. Jednotku entropie
pfi z = 2 bychom méli oznacovat a-bit.
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POZVANKA NA KONFERENCI OSSCONF 2025
INVITATION TO THE OSSCONF 2025 CONFERENCE

Miroslav Kvassay

E-mail: miroslav.kvassay@fri.uniza.sk

Otvoreny softvér vo vzdelavani, OSSF
vyskume a v IT rieSeniach ConTl|,

Fakulta riadenia a informatiky Zilinskej Univerzity v spoluprici so Spolo&nostou pre otvorené
informaéné technolégie (SOIT) a zdruzeniami CSTUG, Ceska statisticka spoleénost, Geokomunita

organizuji tento rok uz 13.roénik konferencie

m""ﬁ 0SSConf 2025 %QE
= =5

Konferencia sa uskuto&ni v priestoroch Fakulty riadenia a informatiky v Ziline v termine
1.jala — 3. jdla 2025

Cielom nasej konferencie je poskytnit priestor pre informovanie o novinkach vo vyvoji otvoreného softvéru
a otvorenych technoldgii, o moznostiach vyuzitia tychto nastrojov vo vede a vzdelavani a taktiez poskytnit
priestor pre neformélne priatelské stretnutie uZivatelov a priaznivcov otvorenych informaénych technolégii.

Pri prilezitosti konferencie bude vydany zbornik prispevkov. Prispevky autorov prijimame bud ako nere-
cenzované prispevky, z ktorych uverejiiujeme len abstrakt alebo recenzované prispevky, ktoré budd po-
sudzované dvomi nezévislymi recenzentmi. Predpisana $abléna pre pisanie prispevkov v typografickom
systéme TEX/IATEX bude k dispozicii na webovej stranke konferencie. Prispevky prijimame v slovenskom,
Zeskom alebo anglickom jazyku.

Délezité terminy

Recenzované prispevky: do 1.jina 2025.
Abstrakty nerecenzovanych vystupeni: do 15. jiina 2025.
Sekcie
Open Al BTEX, R a ich priatelia Vyvoj 0SS
0SS vo vzdelavani Open GIS & Open Data Open Hardware

Nasu konferenciu sa snazime, tak ako po iné roky, udrzat bez platenia vloZzného. Pre zdujemcov mézeme
za Ghradu zabezpetit obedy v stravovacom zariadeni Zilinskej univerzity (aktudlnu cenu uverejnime na
web stranke). Ulastnici, ktori majii zaujem o ubytovanie si toto vybavuji individualne podfa pokynov
zverejnenych na web stranke konferencie. Predpokladana cena zbornika bude 8-10€.

Blizsie informécie o konferencii budeme postupne zverejiiovat na http://ossconf.soit.sk/.
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balicky spelatex (Speech-enabled IWTEX) a colorblind, vice viz vyzkum Paula
Tola, https://personal.sron.nl/"pault/.

Na bali¢ek unicode-math navazuje balicek unicode-math-braille. Zde je vzo-
rek z dokumentace, v prvnim sloupci je TpXovy pfikaz, v druhém vysazeny
symbol, v tfetim reprezentace v Braillové pismu a anglicky ekvivalent.

\coprod I R R coproduct operator
\sum > HEHE summation operator
\int Ik i integral operator

\iint I/ B double integral operator
\iiint JIf s triple integral operator

Na zavér bych rad upozornil na TUGem podporfeny projekt ¢. 33, ktery
vyustil v balicek latex2nemeth. Objevil jsem jejich program pro Javu v ad-
resaii ~/texlive/2024/texmf-dist/scripts/latex2nemeth/, resp. v adre-
safi ~/texlive/2024/bin/x86_64-1linux/, a po jistém experimentovani se
mi konverze pisma podafrila.

Je mozné, Ze by se konverze dala udélat pfimo v LuaTgXu, ale nezkousel
jsem to.
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Poznamka:

Misto H (X) = H((p1,p2,---,pn)) piSeme dale jen H (p1,p2,...,Pn)-
Specidlni pripady:
DJeliP,(X=a2;)=2%,i=1,2,...,n, pak

n

Ho (X) = 14— log.(n- (n™) = log, n = Ho(X)

nezavisle na volbé a. Vyslednd Rényiho entropie je zde Hartleyovou mirou.
Volime-li ve vyrazu pro H, (X) parametr o = 0, dostaneme tutéz hodnotu
log, n. Proto oznacujeme v tomto pfipadé Rényiho entropii Ho(X).

2) V definici Rényiho zobecnéné entropie je vyloufena hodnota o = 1.
Limitnim pfechodem pro o — 1 vSak dostaneme Shannonovu entropii:
TS > R >

lim H, (X) =
a—1 a—1 11—« a—»1n2 1—-«

—ilinlm Z o ;PZ Inp;, = ;pi10g2pi-

Definujeme zde 0-log 0 limitou lim,,_, o+ p-log p. Hodnotu H, (X) lze tedy
dodefinovat i pro @ = 1 Shannonovou entropii. Proto v tomto piipadé se znadi

- Zp,; log, pi  [bit].
1

Pro zaklad logaritmu 10, resp. e se jednotka nazyva dit, resp. nit.
3) Volime-li o = 2, dostaneme tzv. kolizni entropii ve tvaru

—log, sz [2-bit].

4) Ptrechodem k limité o — oo, dostaneme Rényiho entropii postupné ve
tvaru

Hy (X) = lim H, (X)=min(—log,p;) =
1
= —maxlog, p; = log, maxp; [oo-bit].
K3 7
Z divodd, které dale ukazeme, se tato entropie nazyva minimalni.

Jesté se nékdy uvazuje o limité o — —oo (vzhledem k limité predchozi)
a pak se definuje

H_(X)= lim H,(X)=—log,minp; [—oo-bit].

a—r—00
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Tato entropie se nazyva maximalni.

Nyni se podivame na zavislost hodnot entropie H,(X) na «. Plati nésle-
dujici véta.
Véta 1. Rényiho entropie H,(X) je nerostouci funkci v proménné «,

a>0, a#l.
Diikaz: Spocteme derivaci Ho(X) podle a:

dH,(X) 1 "
da  (1-a)? 10g2zpi

- {mngn Yoo
1 n
_sz 1g2pz}_ (1—a)2 {110g221:p?+
pz
+ .
>t on 2]
Nyni pouzijeme vztah

_ 1pz
1= Z Z

1

Z Z l 10g2 Di =

Jj= 1p]

A dosadime do posledniho vyrazu pro derivaci a dostaneme:

dH. (X ¢ ;
T {zz T )

p;

Fﬂ{zzﬁ wli S} -

== Z 3 -log, 2 = = ZZZ 10g2ﬁ7
(- (")2 2P piypy  (1-a)2 4 pi

kde jsme polozili z; = Zi“p Derivace M je zaporna, protoze predstavuje
J 57

ﬁ nasobek Kullback-Leiblerovy divergence, ktera je vzdy nezaporna [4].
Pozndmka: Po dodefinovani H; i pro o = 1, je H,(X) nerostouci spojitou
funkei a.
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Gain (dB)

Typografie

V této oblasti jsem si poznagdil balicky lua-ul (varianta k bali¢ktim soul a ulem),
circularglyphs, fvextra (nadstavba bali¢ku fancyvrb) a witharrows, viz ukézky.

2zy’ — 3y = Vr < 20(K'yo + Ky() — 3Kyo = V& A=B 322 +4)=6
> 20K'yo + K22y — 3y0) = V@ =C
— 2eK'yy = & text ktd=2
/J“ we replace yo by its value =D
= uK'z? =27 PV
11 v f v lwmpliﬁmtinn of the © —FE 2v=-2
— K =55 -
— K= j:% Qantidm"ivalion - F 20 = —1 %9

Znaky, glyfy a pisma

Pro pobaveni stoji balicky tikzpingus, tikzlings a rpgicons. Mnohem dilezi-
t&jsi je rodina pisem New Computer Modern, viz balicky newcm a fontsetup,
srovnani lze provést za pomoci balicku unicodefonttable (rozsifeni pomicky
testfont).

Nezarmoutilo ani pismo Inconsolata Nerd (horni ukédzka, bali¢ek inconsola-
ta-nerd-font), bali¢ek simpleicons (spodni ukdzka) a podpora pro pismo Juni-
code (bali¢ek stejného jména), vhodny pfedevs§im pro humanitni obory.

veero-cerr AN JE g M ¢ B eoB AT BEB @ A A
ieso-koer Za P 2 O ® @ BI°R @ ® » € E Q
U+E690-E6oF 3= $ ? 2V O 8 w3V W € O
#  wolfram \simpleicon{wolfram}

® wolframlanguage \simpleicon{wolframlanguage}
wolframmathematica \simpleicon{wolframmathematica}

Podpora pro zrakové postizené

Posledni, ale nikoliv nevyznamnou oblasti, je TEXova podpora v této oblasti.
Ze starsich projekti je znamy balic¢ek braille, z novych bych rdd upozornil na
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NOVINKY V TEXLIVE 2024
NEWS FROM TEXLIVE 2024

Pavel Striz

FE-mail: pavel@striz.cz

Aktualizaci a novych balickt je tradiéné hodné, opét jsem se pokusil vybrat
klicové zalezitosti.

Spoluprace s nastroji

Piijemnym prekvapenim roku 2024 jsou balicky podporujici komunikaci s ji-
nymi vypocetnimi nastroji ¢i hlubsi propojeni s jazykem Lua. Jedna se o ba-
licky numerica, numerica-plus, numerica-tables; zx-calculus, resolsysteme, It3lua-
bridge (Vit Novotny); functional a latex2pydata.

Priubézné ukladani

Aby se vypocty a kresby neopakovaly pii kazdém béhu TEXu, vznikaji balicky
fesici tuto situaci. Jedna se predevsim o balicky scontents, robust-externalize,
hvextern a memoize.

UziteCné nastroje

Naéstroj Xindex je zde jiz néjakou dobu, s pomoci balicku Lua-UCA (Michal
Hoftich) zvlddd podporu mnoha jazykt. Mit jazyk navizany ptes definice
firmy Unicode byl dlouho dobu otevieny problém. Prvni vazny pokus o opti-
malizaci sazby pres strany je shrnut v balicku lua-widow-control (Max Cher-
noff). Vice o otevienych TgXovych problémech viz https://tug.org/tc/
devfund/criteria.html. Zvlastni skupinu tvori nastroje vyvijené Petrem
Olsékem, viz OPtex, OPmac a OPbible. Od naSince stoji dile za pozornost
novy balicek Michala Hofticha responsive a markdown od Vita Novotného.

Grafy a grafika

Zaujaly mé balicky rank-2-roots, bodeplot, wheelchart (obrazky niz), mcf2graph,
mptrees, tikz-bricks a liftarms.

26

Informaéni{ bulletin Ceské statistické spoleénosti, 4/2024

Diisledek: Pro jednotlivé entropie Ho(X), H1(X), Ha(X), Hxo(X) plati
nerovnosti

Ho(X) > Hi(X) > Hy(X) > Hoo(X).

Poznamka: Uvedené nerovnosti vyplyvaji také z nasledujicich nerovnosti:

Hy(X) > H2(X) protoze plati Zpi log, pi < log, Zp?,

3 K3

H(X) < Hs(X) protoZe plati log, szz < log, sup p;.
Véta 2. Pro entropie H2(X) a Hy(X) plati nerovnost
Hy(X) < 2 Hoo(X).

Diikaz: Podle definice je Ha (X) = 125 log, >, p? = —logy 3, p?. Protoze
log, le? > log, max; p? = 2log, max; p;, je Ha (X) < —2log, max; p; =
2- Hoo(X).

Piiklad 1a. M&jme n. v. X s rozdélenim P (X = 21) = p, P, (X = 29) =
1—-p=¢q 0<p, g <1. Pakje

Ho(X)=log,2=1

Hy (X) = —plogyp — (1 —p)logy(1 - p)
Hy (X) = —log,(p* + ¢°)

H, (X) = —log, max(p, q).

Na Obr. 1 jsou zakresleny grafy funkci Hy (X)), H1 (X), Ha (X) a Hoo(X),
kde X = (p,1 —p),0<p<1.

O dalsich vlastnostech entropie H,(X) se 1ze dozvédét z [9] nebo také
z [18].

Sledujeme-li Obr. 1, na prvni pohled se zda, Ze by mohlo existovat pro
n.v.X = (p,1 — p) redlné oy > 2 tak, ze

Hg, (X) =2 -min(p,1 —p)

by byla po castech linedrni. Plati ale nasledujici Véta 3.
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10}

0,0

Obrézek 1: Grafy hodnot H; (p,1 — p) proi=10,1,2,00
v zdvislosti na p € (0;1).

Véta 3. Pro zadné redlné o > 2 nemiize byt

1

Ha(pl-p)= 7= log(p") + (1 —p%) =2 -min(p,1 —p), 0<p<L

Diikaz: Piedpokladejme, Ze takové « existuje pro vSechna p € (0,1). Pak
musi pro tato p platit

- logo (0 + (1 p%)) = 2 min (p, 1 —p) = 2,

protoze vztah je symetricky k p a 1 —p.
Ekvivalentnimi dpravami tohoto vyrazu dostaneme mezi p a a vztah

200-0) = o 4 (1~ ),

ktery mé byt platny pro jediné o a vSech moznych volbéch p € (0;0,5). Pro
p = 0;0,5; 1 vztah zfejmeé plati pro jakékoliv a. Volme proto nejprve p = 0,25
a pak p = 0,125 a dosadme do piedchozi rovnice.

Pro p = 0,25 dostaneme podminku pro « ve tvaru

21,50&-‘1—0,5 =1 + 3(1

a pro p = 0,125 pak
22,75a+0,25 =1 + 7(1‘
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3. den: Posledni pfednasky a navrat domi

Posledni den jsme si poslechli prednasky z aplikaci statistiky a zejména zpra-
covani dat a poté o zajimavych hrach. Iveta Stankovicova a Iveta Synekova
nam predstavily Integrovany statisticky informacni systém, ktery vyuziva
Statisticky afad Slovenské republiky.

Po nich nam Viliam Palenik ukazal, jak disponibilni diichody domécnosti
vyuzit jako alternativni indikator redlné konvergence. Po posledni prestavce
nam Josef Kostalek popsal vyvinuty projekt v programu Microsoft Excel
pro vyuku statistiky, nepochybné zajimavou byla pfednaska Eriky Liptakové
o postoji studentt ekonomické fakulty k vyuce statistiky a na zavér nam
Pavel St¥iz predstavil nékteré varianty sudoku.

Zavér

Na zavér bychom chtéli podékovat vSem organizatortm, spole¢nosti SC&C
Partner a také ucastniktim, zejména tém, kteri si pripravili pfednasku do
védecké Casti programu. Prozili jsme krasné t¥i dny plné zazitku a statistiky
a tésime se na pristi roc¢nik.
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Podle predpokladu oba vztahy pro urceni o musi mit stejné feSeni pro
a > 2. Ukazeme, ze nemohou mit stejna reseni.

Snadno zjistime numerickymi prostfedky, ze prvni rovnice ma jediny kofen
pro a > 2 v intervalu (5; 6) a druha v intervalu (3; 4). Spole¢ny kofen o > 2
tedy neexistuje. Proto také pro zadné redlné o > 2 nemuze nastat rovnost
z Véty 3.

3. Dalsi entropie

Pripomenime na zacatek jesté jedno velmi obecné zavedeni entropie tzv. Fadé-
jevovymi axiomy z roku 1956. Fadgjev [17] uréuje entropii H (p1,p2, - .., Pn),
> pi =1,0 < p; <1 pro viechna i az na multiplikativni konstantu jedno-
znacné nasledujicimi podminkami:

1. H(p,1—p) je spojitd funkce pro p € (0;1) a kladnd v asponl jednom
bodé;
2. H (p1,p2,---,Pn) je symetrickd funkce svych proménnych;

3. H(p17p27 cee 7pn717(h)q2) = H(plap2: oo 7pn) +pn : H(%a Zf)) kde je
Pn=aq1 + g2 > 0. [12]

Nyni se vratime k Obr.1 a uvédomime si, Ze zadnad Rényiho entropie
H, (X) nemize byt pro dichotomicky rozhodovaci proces po ¢astech linedrni
ve tvaru, viz také Obr. 2.

1,0 i
=
|

~ 05 i
£
i

070 L | | | |

0,0 0,5 1,0

P

Obrazek 2: Graf funkce H (p,1 —p) =2 -min(p,1 —p), 0 <p < 1.

Pokusme se ale predchozi vztah rozsitit pomoci Fadéjevovych axiomti na
novou entropii pro n.v. X.
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Zac¢neme podminkou 3. Podle ni musi platit pro n = 3

D2 ps3
H (p1,p2,p3) = H (p1,p2 +p3) + (p2 +p H(77>=
(P1, P2, p3) (Prp2 +p5) F (P2 +ps) P2 +Pp3 P2+ D3

. . D p:
:2-m1n(p1,p2+p3)+(p2+p3)-2-mln( 2 2 ) =

P2+ p3’ p2 + p3
= 2-min(py, p2 + p3) + 2 - min(p, p3).

A podobné pak bude

D3 Pa
H (p1,p2,p3,pa) = H (p1,p2,p3 + pa) + (p3 + pa H( ) >=
( ) ( )+ ) P3 + P4 P3+ P4

= 2-min (p1, p2 + p3 + pa) + 2 - min (pa, p3 + pa) +
+ 2 - min(ps, p4), atd.

Uvedeny postup odpovida rozhodovani podle schématu na Obr. 3.

x x x x T2, T X2 T3
1 2 3)_>(1 {2 3} _>< 2 {pB})
p1 P2 P3 b1 1-m p2+p3  p2+p3

Obréazek 3: Schéma rozhodovani ve dvou krocich,
tykajici se n.v. X = (p1,p2, p3)-

Takto definovanda funkce H (p1,pa,ps) ale neni symetrickou funkei svych
pravdépodobnosti:

H (0,5;0,25;0,25) = 2 - min (0,5;0,5) + 2 - min (0,25;0,25) = 1 + 0,5 = 1,5;
H (0,25;0,5;0,25) = 2 - min (0,25;0,75) + 2 - min (0,5;0,25) = 0,5+ 0,5 = 1.

Poznamka: Nékdy je dulezité respektovat usporadani pravdépodobnosti
P1, P2, - .-, Pn, napriklad s hlediska logiky pfislusného rozhodovaciho procesu.
V nékterych aplikacich by mohlo zédleZzet na tom, v jaké posloupnosti se jed-
notlivé varianty v rozhodovacim procesu identifikuji nebo kterd z variant je
pro interpretaci variantou preferovanou. [10, 11]

Ukézeme, ze lze predchozi vztah pro H(p1,ps,ps) upravit tak, aby jeho

hodnota nezavisela na permutaci pravdépodobnosti (p1, p2, p3): H(p1,p2,p3) =

H (i, Disy Pis), kde (piy, Diy, Dis) je takova permutace pravdépodobnosti, Ze

Diy 2 Piy = Dis-

10
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2. den: vylet do prirody a soutéZivy vecer

Po snidani jsme se vrhli do védecké ¢innosti, konkrétné do maratonu pred-
nasek. Je potfeba zminit, ze velice zajimavych, pokryvajicich jak teoretickou
matematickou statistiku, tak i uziteéné aplikace. Petr Volf nam prezento-
val problém optimalniho hledéani ztracené osoby formulovany pomoci teorie
pravdépodobnosti a po ném Matej Benko pohovoril o stochastickych dife-
rencidlnich rovnicich, jejich souvislostech a aplikacich v jinych oblastech jako
parcidlni diferencialni rovnice nebo strojové uceni.

Poté nas Michal Fusek a Jan Holesovsky seznamili s problematikou od-
hadu miry lokalni zavislosti extrémnich hodnot v ¢asovych fadach. Na zaveér
nés obohatil pan profesor Jaromir Antoch z Univerzity Karlovy svymi zku-
Senostmi s vybérovymi Setfenimi a kontrolami pro odhaleni fidce se vysky-
tujicich zavad.

Po obédé se vétsina z nas vydala na turisticky vylet do Pavlova a zby-
tek fandil Geskym hokejistéim v boji se Svédskem v semifindle MS v hokeji.
Fandové hokeje méli $tésti, jelikoz se vyhnuli vydatnému osvézeni v podobé
boufe a blata. Ale za to pfisli o krasné vyhledy (sice ¢asteéné pod mrakem)
okruh zpét do Perné.

Po vedeti jsme se vrhli do soutéZeni. Libor Zak z FSI VUT nam pfipra-
vil jiz tradi¢ni souboj ve znalostech chuti vina. Tentokrat byl test naSich
chufovych bunék komplexni. Byli jsme testovani z rozpoznani vin Muskat
moravsky, Palava, Rulandské Sedé, Chardonnay a Tramin cerveny. Nestacilo
jen rozpoznat vino, ale také jejich cukry, kyselinky, alkohol a rok. Po Matejovi
Benkovi z VUT pomyslny pohér vitézi prevzal Viliam Palenik, a na zaveér
1ze jen dodat ,slava vitézim a Cest porazenym®.
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PERNE STATISTICKE DNY POD PALAVOU 2024
REPORT ON STATISTICAL DAYS 2024

Kolektiv Ustavu matematiky FSI VUT v Brné

Adresa: Fakulta strojniho inZenyrstvi Vysokého ucdeni technického v Brné,
Technicka 2896/2, 616 69 Brno-Kralovo Pole

E-mail: hubnerova@fme.vutbr.cz, matej.benko@vutbr.cz

I letos jsme navézali na tradici Statistickych dnii pofddanych CStS od roku
1994 a setkali jsme se v obci Pernd na Palavé 24.-26. kvétna 2024. Letosni
16. ro¢nik setkani organizoval Ustav matematiky Fakulty strojniho inZenyr-
stvi Vysokého uceni technického v Brné ve spolupraci se spolecnosti SC&C
Partner, s.r.o.

1. den: pfFijezd, prvni prednasky a ochutnavka vin

Hned v prvnich prednaskach jsme se dozvédéli zajimavosti a zpusob imple-
mentace Shewhartovych regula¢nich diagramii v podani pfedsedy CStS On-
dfeje Vencalka a Tomase Jurczyka. Po prestdvce nas Zdenék Karpisek obe-
znamil s rdaznymi mirami zavislosti nahodnych jevii a po ném David Kraus
predstavil své vysledky o neurcitosti rekonstrukei funkciondlnich trajekto-
rii. Po posledni prestavce tohoto odpoledne jsme se vrhli k aplikacim statis-
tiky v softwaru Minitab, a to konkrétné vyuziti Random Forests, TreeNet,
a CARTu v podani Toméase Travnicka z SC&C Partner. Po vydatné vedeti
jsme se vybrali na ochutnavku vin do Vinafstvi u Matouskt. Ochutnali jsme
spolu tfinact vin a to konkrétné osm bilych, dvé rizové a tii ¢ervené. Vsechna
vina méla spole¢né to, Ze byla vytecna.
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Zavedeme proto tuto obecnou definici entropie H (p1,p2, ..., Pn):

Definice 2. Pro diskrétni n. v. X = (p1,p2,...,pn), > ;i =1,0<p; <1
pro vSechna 4, definujeme entropii H (p1, po, ..., ps) takto:

a) H (p1,p2) = 2 - min(p1,p2),
b) pro n > 3 plati

H(plap2>' .. 7pn) =H (pilapiza EERRY £ M +p2n) =+ (2)
Pi, 4 Di
+ (Piny +Pi, -H< ; - >
(pios +2:,) Pin_y T Pin Pin_1 T Piy

kde p;, > pi, =+ 2 pi,_, 2 i, 20ap;,_, +pi, >0.
Pouzijeme-li tuto definici, dostaneme pro H (p1,pa,...,pn) vztah (2) ve
tvaru

H(p17p27' .. 7pn) =2 - min (pilapi27' sy Dip +p1n) +

. Pi, 1 Di
+ (Pin_1 + iy, -2-m1n( , - >:
( ot ’ ) Pin_y +Pi, DPi,_, +DPi,
=2-min (pi,, pi, +* + Pin_y +Pi,) + 2 min (pi,, pi,+

Ao, i) + o+ 2 min(pi,_,pi,),

kde jiz mtzeme vypustit podminku p; _, +p;, > 0.
Definice 2 vyhovuje vSem Fadéjevovym podminkam, ale neni Shannono-
vou entropii:

1. Funkce H (p1,p2) = 2-min(py, p2), p1 +p2 = 1, je spojitou funkei svych
proménnych a kladna napf. pro p; = ps = 0,5;
2. H (p1,p2,-..,pn) je symetrickou funkei svych proménnych;

3. uréeni H (p1,p2,-..,pn) je jednoznacéné.

Entropie H (p1,p2, ..., pn) ma nasledujici vlastnosti:

a) H (0,5;0,5) = 2-min (0,5;0,5) = 1. Proto jsme kdysi nazvali tuto jed-
notku it [3].

b) H(1,0,0,...,0) =0 [lit],

) H(2, L .. L)y=2.221=92.(1-1) <2,

1
d) 0 < H (p1,p2,-..,pn) <2 [lit],

11
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e) H(p17p270707"'70) = H(p1>p2)7 p1+p2= 17 0 §p17p2 <L

Priklad 1b. Necht n.v. X (p =0,25;1 — p = 0,75) pak mame

H(p,1-p)=H(1—p,p)=2 -min(p,1 —p) =05 [lit]
Hy(X) =logs 2 =1 [bit]
Hy(X) = 0,811 [bit]
H, (X) = —log, (0,25% 4 0,75%) = 0,67807 [2-bit]
Hoo(X) = —log, max (0,25;0,75) = 0,41503 [oo-bit].

Nyni se podivame na dalsi z entropii, tzv. Tsallisovu entropii. Je zajimava
také tim, ze ve své formuli neobsahuje logaritmus. Brazilsky fyzik feckého
pivodu C. Tsallis (*1943) zavedl tuto entropii pfi zobeciiovani Boltzmann-
-Gibbsovy fyzikalni entropie [5].

Definice 3. Tsallisovou entropii fadu g nazyvame entropii, ktera se urcuje
pro diskrétni ndhodnou veli¢inu X (p1,...,pn), >, i =1,0<p; < 1,0 =
1,2,...,n ze vzorce

k n
Tq(X):m<1—Zpg), kde k>0, ¢ >0, g #1. (3)
1

Volbou parametru k se upravuje jednotka této entropie. Jednotka této
entropie nemd ndzev, ale pro pofadek ji nazveme (k, q)-tit.
Vlastnosti T;, (X)) :

1) Entropie T,(X) je invariantni vaci kterékoliv permutaci (p1, ..., pn).

— 5. plinp;
2) limgo Ty(X) = limgoy 25 (1 = X7 pf) = limgyy k- =222 =

k- (=3, pilnp;). Proto se tato entropie znaé¢i Ty (X) = Hq(X).

3) To (X) =k-(1-3, p?) protoze >, p? <1, je 0 < T5(X) < k. V piipadé
n=2jepak T (X)=k-2-p-(1—p), tedy 0<T5 (X) < k- 0,5. Proto
je nékdy vhodné volit k = 2, aby 0<TyX) <L

dT, _

9 G = ag (G- 20p)) = k- (a- D72 (- Xp] - lnp) <0, tedy
T,(X) je nerostouci funkci pro vechna pfipustnd ¢. Vezmeme-li v Gvahu
jesté vlastnost 2), plati to i pro ¢ > 0.

5) Pron.v. X (1,0,...,0) je T, (X) = 0 pro vSechna pfipustna k a ¢.

12
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2,01
1,5}
= 1,04
0,5 F
0,0 -
| | |
0,0 0,5 1,0
p

Obrézek 4: Graf T, (X) pron.v. X(p,1 —p) ak=2,¢=1,2,3.
Ty=—-2-{plp+(1—-p)ln(1-p)}; To=4-p-(1—-p); T3 =3-p-(1—p).

Z Fadéjevovych axiomt Tsallisova entropie T, (X) splituje samoziejmé
prvni a druhj. Obecné pro vSechna g > 0, ¢ # 1 tfeti axiom nespliiuje,
protoze plati

ph = (01 +a2)" # df + g5

Neni tedy pro uvedena ¢ entropii ve Fadéjevové smyslu. Entropie T (X)
samoziejmé Fadéjevovy axiomy spliuje.

Uvazujme jesté jednu moZnost odhadu neuréitosti diskrétni n.v. X (opét
bez logaritmu v definiénim vztahu). Je to tzv. linedrni entropie L (X).

Definice 4. Linearni entropie pro n.v.X (p1,...,pn), 2 ;0 = 1, 0 <
pi <1,i=1,2,...,n, je uréena vztahem

n

L(X)=k-Y pi(1—pi), k>0 (4)

1

Vlastnosti L (X):

1) Lin. entropie L (X) je symetrickou funkei svych proménngch py, ..., p,.

2) Pro linearni entropii L (X) plati: L(X) = k- (X, pi — Y., p?) > 0,
rovnost nastava pro X = (1,0,...,0).

20 13
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3) Pron=2je L(X)=L(p,1—p)=Fk-p(1l—p)="Ta(X).
4) Pron.v. X =(2, 1 DjeL(X)=k-(1-1) <k

n’n’ n

5) Plati Hy (X) = Hy (p1,...,pn) = =32 pilnps > L(X) = 32 pi(1—pi).
To vyplyva z toho, ze p; — 1 > Inp; a pak je p; (1 — p;) < —p; Inp; pro
vsechna 1.

6) Jednotka této entropie také zavedena neni, budeme ji zde oznacovat
lit”.

Linearni entropie L(X) odpovidd neuréitosti n nezavislych dichotomic-

kych rozhodovani:

T1 — NONX1; T — NON X2, Ty — NON Ty

Pozndmka: V préci [16] je jesté diskutovana a-entropie h, zobecnéného
pravdépodobnostniho schématu. Pfitom je tfeti Fadéjeviiv pozadavek zobec-
nén na tvar

ha (X) = hll (tph (1 - t)p17p27' s 7pn) = hCL (pla' s 7pn) +p111 : h’a(t7 1- t)

4. Aplikace

Aplikace neni snadnd. ObtiZe jiz miize ¢init vymezeni prvotniho (observa-
¢niho) jevového pole Q, A, kde § je idealizovany pozorovany prostor, A je
o-algebra podmnozin z 2. Dfive zminénd mnozina §2,, neni poc¢atkem zkou-
mani, je jen souéasti schématu pro popis vysledku realizace n.v. X, ktera
prislusi schématu P = [Q,,, A,,, P,]. Mira jistoty realizace n.v. X, pat¥ici pro-
storu P je entropie. Smyslem aplikace je uréeni vztahu mezi prvotnim jevovym
polem [, A] a koneénymi mnozinami Q,, 4,,. Tento vztah je ddn ndhodnou
veli¢inou Y, kterd ma hodnoty v €2, a plati pro pravdépodobnostni prostory
[Q,A, P] aQ,, Ay, P, ze

P({we Y (w) =z}) = P (X = z:) = pic

Pokud se podaii aspoin dostateéné presné definovat n.v.Y, musime se
pokusit na zakladé méfeni o odhad pravdépodobnosti p;. Nemtzeme, az na
vyjimky, stanovit skuteénou hodnotu pfislusné entropie, ale jen jeji odhad,
vychézejici z relativnich ¢etnosti p; = % jednotlivych variant x;, kde N; je
pocet jejich vyskytd v souboru N pozorovani. ProtoZe vychazime z odhadi
pravdépodobnosti, vede pouziti pfislusnych vzorcu pouze k odhadu odpovi-
dajici entropie. Takovy odhad ale miize byt vychyleny, zvlast kdyz vyraz pro
entropii obsahuje logaritmus, tj. se systematickou chybou. Kazdy vypocet by
mél obsahovat nejen odhad pro entropii, ale i chybu tohoto odhadu.

14
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programu bylo spise ,,sériové“, nikoliv , paralelni®. Toto zapojeni mélo fadu
pravdépodobné nezamyslenych efekt. Poslucha¢ vzdy chté nechté porovnava
kvalitu pfednéasek. Organizatotri Robustu si mohou blahoprat, ze v konkurenci
zahrani¢nich hostt se vyznamné prosadili zejména (ovSem nikoliv vyluéné)
zvani Feénici Robustu. Ti byli z fad ,,domécich“: Daniel Klein z Kosic, David
Kraus z Brna, Tomas Mrkvicka z Ceskjch Bud&jovic, Samuel Rosa z Bra-
tislavy ¢i Michal Pesta z Prahy. Z prednasek zahrani¢nich ucastniku zaujal
zejména Marc Hallin a Peter Filzmoser.

Dalsi Robust se kvapem blizi — zbyva néco malo pfes rok. Kde bude?
To jesté nevim, ale téSim se, Ze opét v ,néjaké dife“, jak zpiva Zdenék Fa-
zalezi na tom, jak se budou citit jeho ucastnici. V€fim, zZe organizatori udélaji
maximum pro to, aby se vSichni Gi¢astnici na Robustu citili dobfe.

V Prostéjové dne 7. listopadu 2024, Ondrej Vencalek
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ROBUSTNI MODEL KONFERENCE
SE SMISENYMI EFEKTY

REPORT ON THE ROBUST 2024 CONFERENCE

Ondiej Vencalek

E-mail: ondrej.vencalekQupol.cz

Dvacaté tieti letni $kola JCMF ROBUST 2024 se uskutecnila ve dnech 8.
az 13. zari 2024 v Bardé€jové. Pii celkovém poctu priblizné 90 Gcastnikt jde
o0 jednu z nejvétsich (ne-li nejvétsi) letosnich konferenci éeskych a slovenskych
matematiki-statistiki. Jednim ze spoluorganizatori konference je tradi¢né
i Ceska statistické spoleénost. Rad bych se s odstupem dvou mésicii ke kon-
ferenci vratil a sepsal nékolik svych dojmu a postfeht. Jak jiz ndzev tohoto
textu napovida, ptijde tentokrat o dojmy ,smiSené*.

Stalo se jakousi tradici, ze ozvény konference Robust zac¢inaji vzdy zhod-
nocenim odlehlosti lokality, kde se konference uskutecnila. To neni vzhle-
dem k nézvu konference piekvapivé, vzdyt problém ,odlehljch pozorovani
stal u zrodu celého odvétvi statistiky zndmého jako ,,robustni metody . Lze
konstatovat, Ze lokalita Bardéjov, v niZz se letos konference uskutecnila, je
mezi v8emi dé&jisti Robustu jednak nejvzdélenéjsi od Prahy (vzduSnou ca-
rou 500km, pficemz tato nejkratsi spojnice vede mj. pfes tzemi Polska),
ale rovnéz je natolik vzdédlena od hlavniho mésta Slovenska (vzdusnou ¢arou
340km), Ze je jen malo mist v zemi nasich vychodnich soused, kterd by byla
od Bratislavy dale. To se odrazilo mj. v tom, Ze i mnozi uc¢astnici konference
z metropole na Dunaji byli v Bardéjové vitbec poprvé.

Ucastnici, ktefi na Robust jezdi opakované a radi, se pravdépodobné vétsi-
nové shodnou na tom, Ze volba zajimavé a ne prilis znamé lokality je jednou
z hlavnich pfednosti Robustu. Také proto je této volbé organizatory tradicné
vénovana velka pozornost a péce.

Organizatori se také tradi¢né snazi udélat konferenci co nejlevnéji, aby
umoznili icast co nejvétsimu poctu zajemcti. Stoji za zaznamenani, ze Sesti-
denni konferenci dokazali v roce 2024 usporadat pti konferenénim poplatku
zahrnugicim ubytovdni a stravu ve vysi 6 250 K¢ (resp. 250 Euro), pfi¢emz pro
studenty byla tato ¢astka jesté o néco nizsi (5500 K¢, resp. 220 Euro). Tedy
v8echna Cest, toto se (opét) povedlo.

Dilezitym rysem, ktery podstatné ovlivnil atmosféru prvnich dni letos-
niho Robustu, byla tcast vyznamnych zahrani¢nich hostt, a to v ramci ,,pa-
ralelné“ konaného workshopu AMISTAT 2024 (Analytical Methods in Sta-
tistics). Slovo paralelné uvadim v uvozovkach, nebot zapojeni workshopu do
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Je-li h(p1,pa,...,pn) entropie se spojitymi parcidlnimi derivacemi %,
i =1,2,...,n, je mozné uréit chybu Ah méteni v bodé (p1, p2,...,Dn) z€
vztahu

Al ~ Zah(pl7p277pn)Apl )

Op;

i

Pro odhad |p; —p;| = Ap; je mozné pouzit pro velkd N ptiblizného
vztahu, platného s pravdépodobnosti 1 — «

Pi ~
Api mu—g -\ 5 (1= D),
kde u1_2 je (1 — %oz)-ty kvantil normovaného normalniho rozdéleni. Podle
tohoto vztahu je pii o = 0,05 pro u1—g = 1,96. Odhady chyb jednotlivych

entropii se pak budou pocitat podle nasledujicich vztahi

= 0 Ap; [a-bit]

kde vSude dosazujeme za p; odhad p;.

Piiklad 2. Mé&jme n.v. X = (p1,pa,p3), kde 0 < p; < 1, proi = 1,2,3,
Z? p; = 1. Na vzorku o rozsahu N = 100 byl proveden odhad pravdépo-
dobnosti p; s vysledkem p; = 0,2; p» = 0,5; p3 = 0,3. Odhadneme né&k-
teré z ptredchozich entropii. Budeme volit « = 0,05. Pak je pro Ap; ~
1,96 - 0,1 - /0,2-0,8 = 0,078; Apy ~ 1,96-0,1-+/0,5-0,5 = 0,098; Aps =~
1,96 - 0,1 -+/0,3-0,7 = 0,090.

Pro odhady jednotlivych entropii pak mame

1
0,38

AHy (X)~2- -(0,2-0,078 + 0,5 - 0,098 + 0,3 - 0,090) = 0,482.
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Pro entropii Hs (X) tak je

Hy (X) ~ —log, 0,38 £ 0,482 = 1,40 + 0,482 [2-bit].
H(X)~2 min (0,5,0,5) +2-min (0,3;0,2) £6-0,1 = 1,4+ 0,6 [lit].
Ty (X)~2-2(1—0,38) = (0,2- 0,078 +0,5- 0,098 + 0,3 - 0,090) =
=248 +0,09 [(2,2) — tit] (volili jsme tedy k = 2).
L(X)=2-(1-038)£2-{(1—2-0,2)-0,078 + (1 —2-0,5) - 0,098+
+(1-2-0,3)-0,000} = 1,24+ 0,16 [lit?].

Jak je vidét, vSechny odhady entropii jsou zatiZzeny velkou chybou. Je
proto t¥eba pouzivat pomérné rozsahlych ndhodnych vybért. Aby byla v na-
Sem prikladu chyba desetkrat mensi, coz by bylo pfijatelné, méli bychom
rozsah Setfeni N zvétsit na 10 000.

5. Zavér

K odhadu neur¢itosti mdme pomérné velké mmnozstvi mér [1,5,14]. To je
proto, Ze ne kazda experimentalni situace je pro uréitou miru vhodna. Roz-
hoduje intuice a zkuSenost experimentatora, ktera urcuje vhodnost konkrétni
miry.

VsSechny miry neurcitosti diskrétni ndhodné veli¢iny X jsou nezdporné
a jejich podstatnou vlastnosti je, Ze pro rovnomeérné rozdéleni této veliiny
nabyvaji nejvyssich moznych hodnot (nebo se jim blizi) a v pfipadé X =
(1,0,0,...,0) jsou nulové. Vzdy pii odhadu neurcitosti se predpoklada bud
znalost rozdéleni n.v. X (a to spiSe vyjimecné) nebo jen statisticky odhad
rozdéleni (neurcitost je zde jeji pravdépodobnostni charakteristika). Naznagili
jsme, zZe je potiebi realizovat odhad neurcitosti rozsahlejsim experimentem.

Nékdy misto znalosti rozdéleni nahodné veli¢iny X je mozné vyuzit i ex-
pertniho odhadu (zv14$t€ v humanitnich védéch), pak je mozné se opfit o te-
orii fuzzy mnozin a vyuzit nékterou z fuzzy mér neuritosti [10,11]. Jsou
vsak i teorie, které neurcitosti pocitaji z jinych znalosti, napriklad Dempster-
-Schaferova teorie [3].

Podé&kovani

Autor dékuje ing. Pavlu Stfizovi, Ph.D., za technické dopracovani tohoto
prispévku vcetné obrazki.
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