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Védecké a odborné ¢lanky

CASOVY ROZVOJ EPIDEMIE A MATEMATIKA

THE DEVELOPMENT IN TIME OF AN EPIDEMIC
AND MATHEMATICS

Zdené&k Pulpan
Adresa: Univerzita Pardubice, Dopravni fakulta Jana Pernera, Studentska 95,
53210 Pardubice 2; Na Brné 1952, 500 09 Hradec Krélové 9

E-mail: zdenek.pulpan@upce.cz, zdenek.pulpan@post.cz

Abstrakt: Vyvoj epidemie v Case lze popsat matematicky mnoha zpisoby.
Kazdy popis mé svou hlavni ideu. Pfispévek poukazuje na matematicka zpra-
covani nékterych zakladnich pfedpokladi popisu Sifeni pandemie v modelech
s diskrétnim a spojitym casem.

oy z

Klicova slova: modely Sifeni pandemie v ¢ase, logisticka funkce.

Abstract: The development of an epidemic over time can be described math-
ematically in many ways. Each description has its main idea. The paper points
to the mathematical processing of some basic assumptions of the description
of the spread of the pandemic in discrete and continuous time models.

Keywords: pandemic spread models over time, logistic function.

MSC: A40, E20, B50, F10.

1. Uvod

Pandemii se nazyva podle [10] rychle se §ifici epidemie po vSech svétadi-

o~ ’

lech. Nékdy se jesté zduraznuje takové rozsifeni onemocnéni, ze nestaci 1é¢it
nemocné, ale k zabrzdéni sifeni onemocnéni je tfeba organizovat ochranu
i zdravych jedincti. Svétova zdravotnicka organizace v dubnu 2008 tuto defi-
nici zeslabila a jako pandemii oznacuje kazdou infekci, kterd se Sifi alespori ve
dvou statech jednoho regionu WHO a soucasné aspoii v jednom staté jiného
regionu; regiony WHO zhruba odpovidaji kontinenttim, Asie je rozdélena na
vice regionti.

Vyznam matematiky si spole¢nost opét mohla uvédomit v obdobi pan-
demie Covid 19. Staty celého svéta pochopily, ze je tieba se v rozhodovani
opfit o matematicky formulovanou progndézu vyvoje pandemie. Dilezita jsou
pti tom data, ziskana od zdravotnik a znalosti a zkuSenosti z pfedchozich
pandemii. Matematika na podobné situace byla sice teoreticky pfipravena, na
zakladé mnoha rozli¢nych matematickych pandemickych modelt byl pokusné
sestavovan ocekavany vyvoj v ¢ase (hlavné odhad po¢tu nakazenych jedincit)
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ménit. Pokud uréitou zménu hodnoty parametru v pribéhu pandemie neza-
registrujeme vcas, bude $patnym odhadem ovlivnéna dalsi pfedpovéd, i kdyz
predstava o mechanismu $ifeni pandemie bude spravna. Hodnoty parametri,
ziskané na po¢atku pandemie, prognézuji zde cely jeji vyvoj (coz neodpovidd
realité).

Chtéli jsme predevsim ukazat, jak mnohostranné znalosti (a to nejen ma-
tematické) pot¥ebuje matematik, ktery se vénuje aplikacim.

vy

Podékovdni: Autor dékuje ing. Pavlu Stfizovi, Ph.D., za technické dopraco-
vani tohoto prispévku.
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Védecké a odborné ¢lanky

2. Modely $ifeni pandemie v case

Ukazeme nékteré velmi jednoduché modely vyvoje pandemie v case s pou-
zitim urcitych vstupnich dat a pfedstav o jejim Sifeni. Predpokladejme, ze
ziskavame data z urcité oblasti. Nejprve popiseme tvorbu diskrétniho modelu
S$ifeni epidemie, pak se budeme vénovat modelim se spojitym ¢asem. Modely
s predstavou diskrétné odhadovaného casu vétsinou vychézeji z urcité pred-
stavy o mechanismu Sifeni epidemie mezi jedinci. Modely se spojitym ¢asem
se opiraji o histogram zjisténého poctu nakazenych v ¢ase a snazi se to odhad-
nout funkei n(t) vyjadiujici pocet nakazenych v urcité oblasti v okamziku ¢.
a) Diskrétni model Sifeni

Zacéneme uplné jednoduchym modelem. Zavedeme veli¢iny

ng ... pocet nakazenych za cas t,

k1 ... stfedni (ocekdvany) pocet osob, které nakazi infikovand osoba za
jednotku casu.

Zacneme piedpokladem, Ze v pocatecnim case t = 0 je v populaci jediny
nakazeny pacient. Pak v case t = 1 bude v populaci n; = 1 + k; nakazenych
osob, v ¢ase t = 2 bude v populaci ng = nik; = (1 + k1)k1 nakazenych
jedinct, v ¢ase t = 3 to bude n3 = nyk; = (1 + k1)k? nakaZenych osob atd.
V obecném case t bude za predpokladu, Ze Zadna z nich se dosud neuzdravila,
roven ny = (14 ky)ki™t.

Parametr k; je velice obtizné, pokud vibec, méfitelny. Proto budeme
pouzivat parametry jiné:

p ... pravdépodobnost, ze nakaZena osoba pii jednom kontaktu nakazi
osobu zdravou,

k ... stfedni pocet kontaktu jedné osoby za jednotku casu.

Pokud je v populaci velice malo (zanedbatelné mnoho) nakazenych osob,
muzeme psat k; = pk. Pfi tomto oznaceni dostaneme vysledny model poctu
nakazenych jedincti v populaci ve tvaru ny; = (1 + pk) - (pk)~!
kde t je pocet Casovych jednotek po prvnim nakazeném.

Priklad 1

Piedpokladdejme, ze p = 0,7; k = 5; pak je pk = 3,5; n; = 4,5 - 3,5" a tedy
podle predchoziho vzorce dostaneme (zaokrouhlené hodnoty na jednotky jsou
uvedeny v Tabulce 1):
ny = 4,5; ng = 15,75; ng = 55,125; ng = 192,9375; ns = 675,28125;
ng = 2363,484375; n; = 8272,1953125; ...

Informaéni bulletin Ceské statistické spolecnosti, 2/2025

Pt<T <t+h|T >t) Pt<T<t+h) 1

Alt) = lim, h =, P(T>t) L
_ oy PR -F®) 1 fB)
oo+ h P(T>t) 1-F(@1)
_f@t)  —R(t)  dlnR()
T R(t) Rt dt

Z posledniho vztahu pro A(t) vyplyva

¢
In R(t) = I\ A(s)ds = —A(t).
0
Takze mame pro R(t) a F(t) vyraz
R(t) =e 2 =1 F(t).

Derivovanim predchoziho vztahu dostaneme pro hustotu pravdépodob-

nosti f(t) vztah
FO) = A@) e M,
ktery vyjadiuje hustotu f(¢) pomoci funkce A(t).

V naSem piipadé bychom mohli funkei A(t) interpretovat jako intenzitu
obranyschopnosti organismu v Case t se vyporadat s chorobou. Otazkou je,
jaky tvar funkce f(t), ktera je klicova pro popis rozvoje choroby, pfedpokla-
dat. Opét si pfipomeneme technické obory, které zde pfedpokladaji nejcastéji
exponencialni nebo Weibullovo rozdéleni. V epidemiologickych Setfenich vsak
funkce f(¢) mize mit jiny tvar. Je vSak mozné postupovat klasickym zpt-
sobem a vyjit z experimentu, distribu¢ni funkeci F'(¢) nahradit empirickou
distribuéni funkci a vyuzit jeji empirické derivace.

Priklad 5

Bylo sledovano 6 pacientt, ktefi onemocnéli stejnou chorobou, byli stejné
stafi a pred vypuknutim choroby byli zcela zdravi. Doba jejich nemoci sle-
dovanou chorobou byla méfena ve dnech. Jednotlivi pacienti byli nemocni
postupné v poctu 15, 21, 17, 30, 24, 27 dni. Tomu odpovidajici empiricka
distribuéni funkce F'(t) je uvedena v Tabulce 5. V téZe tabulce jsou pak jesté
uvedeny relativni diference AF /At jako odhady derivaci a pak odhady hod-
not funkce A (v levé ¢4sti sloupce) ve tvaru

_ AF/At

M) = 1-F(t)
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Védecké a odborné ¢lanky

i délce). V dobé pandemie je vysokd individualni variabilita disledki kon-
taktl.

Jak uvidime v nasledujicim pfikladu, podle naseho modelu stfedni doba
lécby I ma vyznamny vliv na vyvoj poctu nakazenych.

Priklad 2

Volme p = 0,7, £k = 5; | = 3; ¢ = 0,8, pak je pk = 3,5. Dosazenim do
predchozich vzorcia dostaneme hodnoty, uvedené v Tabulce 2, které jsou za-
okrouhlené na jednotky.

Tabulka 2: Vysledky z Ptikladu 2, zaokrouhlené na jednotky.

t ng ny
1 4 4
2 16 16
3 55 55
4 675 189
5 2363 648
6 8272 2225

Predpokladejme jesté, Ze kdyz r je pomérny pocet osob s uvaZovanou
chorobou zemfelych za jednotku ¢asu, pak 1 — r je pravdépodobnost, Ze na-
kazena osoba prezije Casovy interval jednotkové délky. Pocet nakazenych n;*
po t Casovych jednotkach musi spliiovat nasledujici vztahy

nyt =mno =1,
(I+pk)-Q1—r)=ny-(1—1),
ngt = (14 pk) - (pR) - (L—1)” = o (1—1),

ni*

n =mng-(1—r) prol <t<l,

n*=n"(pk) - (1—7r)—n;*,-q prot>1.

Jesté pfipominame, ze bychom model mohli jesté doplnit moznosti testo-
vani na infekci, protoze to se ukazalo béhem pandemie jako dilezity Cinitel,

zpomalujici $ifeni nemoci nebo vliv na podil zemfelych z poc¢tu diive naka-
zenych atd. Pro pfenos infekce je také dulezita délka nebo i forma kontaktu.

Informaéni bulletin Ceské statistické spolecnosti, 2/2025

niho poctu nakazenych v epidemii velmi ¢asto odpovida jistému typu feseni
diferencialni rovnice. Pfikladem mohou byt autonomni diferencidlni rovnice.
To jsou diferencialni rovnice tvaru

% = f(y), kdey=uy(t); t €{0;t1). (4)

Pfedchozi rovnice je separovatelnd a je ji mozno fesit integraci (za pred-
pokladu f(y) # 0) vyrazi na levé i pravé strané rovnice

dy
— = dt.
f(y)
Jestlize f(yo) = 0, je konstantni funkce y(t) = yo FeSenim rovnice (4).
df(yo)

Reseni rovnice (4) vykazuje, kdyz ay - < 0, tzv. asymptotickou stabi-
litu, kdy mala vychylka od 1o vede na FeSeni, které konverguje opét k tomuto

df(yo)
dy
Piikladem diferencidlni rovnice (4) muZe byt rovnice ve tvaru

bodu yo. Naopak, kdyz > 0, je Feseni nestabilni.

dy
—Z = _ky, kdek > 0. 5
3t Y, ek> (5)

P~

Jeji feseni y = y(t) = Ce™** se blizi k y = 0, protoze v tomto piipads je
m‘m < 0. Bod y = 0 odpovida tzv. staciondrnimu FeSeni (pro k < 0 by feSeni
rostlo neomezeng).

Kdyz by se relativni vyskyt po¢tu nakazenych fidil pfedchozim vztahem
(5), znamenalo by to, Ze pro ¢as t — +oo by byl vyskyt epidemie nulovy, a to
je stabilni stav.

Obecny tvar logistické diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty je

tvaru J
Y iy (1Y
HI\ASIEKAH wﬂv, r>0, K>0. (6)

Tato diferencialni rovnice ma dva stacionarni body, které se ziskaji fese-
nim rovnice

>_SHSG|WV =0.

Dvé feSeni y = 0 a y = K odpovidaji nestabilnimu a stabilnimu bodu.
wa.o prvni kofen je m‘m > 0 (to odpovida nestabilnimu bodu), pro druhy je
m‘m < 0 (to odpovidd bodu stabilnimu).

Kdy?z by se pocet nakazenych n(t) fidil vztahem (6), mohl by byt v uréitém
okamziku pocet nakaZenych hodné maly, ale tento stav by nebyl stabilni,
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Védecké a odborné ¢lanky

k jeho fungovani jako nastroje postacujici predpovédi i v ponékud rozdilnych
situacich.

Oznac¢me n(t) pocet jedincti nakazenych v ase t. P¥itom vime, Ze pocet
nakazenych vzdy nejprve roste (v zdvislosti na podminkach), pozdéji se sifeni
zpomaluje, az se nakonec zastavi; zde nyni budeme pfedpokladat, ze v urci-
tém ¢asovém intervalu predstavuje n(t) polynomickou zavislost (polynomické
zavislosti se nejéastéji uvazuji jako prvotni zkuSebni modely) poctu nakaze-
nych na case.

Jiz jsme se zminili o tom, Ze z histogrami ¢asové zavislosti poc¢tu nakaze-
nych vyplyva, Ze poc¢atecni rist poctu nakazenych je po urcité dobé vystiidan
jeho poklesem, proto se dd predpoklddat, Ze i spojity pribéh zavislosti n(t)
poctu nakazenych na c¢ase bude mit podobny tvar. To se d4 matematicky

vyjadiit derivaci funkce

% = at — bt?,

kde a,b > 0 jsou konstanty, vztazené ke konkrétni epidemiologické situaci.

Z ptedchoziho vztahu vidime, Ze extrém funkce n(t) nastava pro t =
0at= ¢ t= ¢ vintervalu (0; %) je derivace kladna, tj. funkce n(t) je
rostouci, v intervalu (§;+4o00) je zaporna, tj. funkce n(t) je klesajici. (To
ovSem bezprostfedné plyne z toho, ze konstanty a, b jsou kladné.)

Obecné feSeni predchozi diferencidlni rovnice je ziejmé neurcity integral
z jeji pravé strany, tedy

L oo 13
n=n(t) = mm& — wg +C,
kde C je integra¢ni konstanta.
Pouzijeme jen tu ¢ast polynomu n(t), pro néjz je t € (0;t,,) a kde t,, je
jeho nejvétsi kladny koten.
Volime-li poéateéni podminky n(0) = ng, n(l) = n1, n(2) = ng, dosta-
neme predchozi reSeni s parametry

C =ng; a=—0,5ns +4n; — 3,5n9; b = —0,75n2 + 3n; — 2,25ng.

Pro konkrétni vyjadieni této zévislosti pouzijme data (pro poéateéni ca-
sové okamziky rozvoje pandemie) z pfedchoziho ptikladu. Dosadime-li ng = 1,
n1 = 4, ny = 15, dostaneme a = 5, b = —1,5, coz neodpovida predpokladu
b > 0. Navic pro n(t) vyjadieni n(t) = 2,5t + 0,5t + 1 jiz na prvni pohled
nevyhovuje predstavé o mozném c¢asovém pribéhu pandemie (pro uvedend
data jsou vSechny koeficienty nezaporné, znamena to neomezeny rist poctu

10
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ktery se muze nakazit ,je ve stavu S, jedinec, ktery se nakazil v disledku

infekce ,,je ve stavu I“, atd. Celkova velikost populace pak je N = S + I.

Kazdy jedinec mtize prejit ze stavu S do stavu I. Model pouziva jediny

koeficient, ktery oznacuje miru nakazlivosti » > 0 ve vztazich pro c¢asové

zmeény velicin S a I. Predpoklada pro kazdého jedince moznost pfechodu ze
ds

stavu S do stava I dany nam jiz zndmymi podminkami 7 = —r - S - I;

AL =r.SIT=r-(N—II=r-N-I-rI* Porovnanim s piedchozim
modelem (A) je zde oznafeno n = I; a = rN; b = r. Jak jsme jiz vidéli,

feseni pro n = I vede k logistické funkci.

S modelem SI souvisi model SIS, kde se uvazuje jesté o prechodu ze
stavu I do stavu S na zdkladé uzdraveni dfive infekéniho jedince (je to cha-
rakterizovano mirou uzdraveni). V§voj populace modelujeme v dostateéné
kratkém casovém tuseku, takze zanedbdvame pripadnd narozeni novych je-
dincii nebo tmrti starych. To je vidét i z toho, ze pro derivaci celkové ve-
likosti populace N = S + I plati % + % = 0, velikost populace zlstava
konstantni. Pro popis tedy stac¢i jedind rovnice % =—rSI+al,kder >0
je mirou nékazy a parametr a > 0 je mirou uzdraveni. Model je urcen témito
dvéma kladnymi parametry r, a. Nepfedpoklada tedy zddnou imunitu, diive
nakazeny se muze nakazit znovu. Dosadime-li do zdkladni rovnice za I od-
povidajici vztah I = N — S, dostaneme zakladni rovnici tohoto modelu ve

tvaru % = 7SN — rS? jejiz feSeni je také logisticka funkee typu (B).

Uvazujme o néco komplikovanéjsi model SIR. Takovy model je uveden
v ¢lanku [8] jako nejjednodussi specidlni pfipad vytvofené obecné teorie
Sifeni epidemii. Zde znakem R (recovered class, nékdy také removed) ozna-
¢ujeme jedince, ktefi bud nemoc méli a vylécili se nebo jedince, ktefi nemoci
podlehli a zemfeli. Celkovy pocet jedinct v jednotlivych kategoriich je tedy
N = S+ I + R. Predpoklada se pohyb jedinct mezi stavy S, I, R v tomto
poradi. Pfechod ze stavu S do stavu I je charakterizovan mirou ndkazy r.

7 Ny z

Ta souvisi s rychlosti Sifeni ndkazy, kterd zase zavisi na kvalité preventivnich
opatieni a informovanosti o nemoci a moznostech §ifeni. Pohyb ze stavu I
do R je charakterizovan mirou uzdraveni nebo umrti v dasledku epidemie
parametrem a. Model, popisujici jen dva pfechody (S — I, I — R), popsané
parametry 7, a, se oznacuje jako SIR model. Pfedpoklada nasledujici vztahy
mezi proménnymi: ze vztahu N = S + I + R derivovanim podle ¢asu do-
staneme 0 = % + % + %w jestlize (napfiklad z pozorovani nebo dokonce
z divodu zjednoduseni modelu) predpokldddme pfimou tmérnost mezi ¢a-
sovou zménou poctu nachylnych k onemocnéni a jejich sou¢asnym poctem

a poctem infekénich, dostaneme jednoduchy tvar zavislosti % =—r-S-1I,
kde parametr r > 0 a podobné vztah pro % =r-S-1—a-1I,kdea > 0.
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Védecké a odborné ¢lanky

Kdyz n(0) = ng, je k = :ON‘N\T
je logisticka funkce. (Jde o genericky model omezeného Emg se saturaci.)

Vztah (B) popisuje sifeni pandemie od poéatku do maxima. Zajimavé je,
Ze predchozi vztah lze pouzit po malé tipraveé i pro popis poklesu nakazenych
v Case; to vyuzivaji kompartmentové modely, jak uvidime dale.

Statisticky odhad parametrt ze vztahu (B) musi byt konstruovan pomoci
vypocetni techniky, a to vzdy pro vétsi pocet Clent casové fady. Pokusime
se na zakladé zjednodusujiciho vypoctu ukdzat (z malého poctu pocatecnich
hodnot) numerickou obtiznost ziskdni odhadu parametrd tohoto modelu.

prong = 1 je pak k = =, vztah pro n(t)

Priklad 4

Upravme predchozi vztahy pro data. Dosadime zacatek Casové Ffady méfeni
(nezaokrouhlend data odpovidajici Tabulce 3) do vztahu pro n(t):

a k a k-e® a k-e*
np=c——=lip = =44 pyg=— =15
T bk -1 YT bker—1 2T ke -1
Z prvniho vztahu ziskdme § = \Jﬂhv dosazenim do druhého dostaneme
k= \Mwﬂom;. Podobné¢ dosazenim za § vyrazu, obsahujictho jen k do ttetiho
vztahu, ziskdme po jednoduchych tpravich e?* = T ? s tedy e” I gwmt.
Dosazenim za e® z predchoziho vztahu do k = »%Mom , dostaneme vyraz

s neznamou k a muzeme tak feSit rovnici pro k ve tvaru

15 15
e =44 — [ ——
PV a1 b 14k 4+ 1

Dalsimi tipravami (vynésobenim vyrazem +/14k +1 a pak umocnénim
celé rovnice na druhou a zaokrouhlovanim numerickych odhad®) ziskdme
kvadratickou rovnici pro k ve tvaru

173,40k? — 169,04k — 4,36 = 0.

Prvni jeji odhadovany (odhad oznadujeme znakem ,,~“) kofen ky ~ 1,00
nevyhovuje dost dobfe zadani (,hodné“ se numericky odchyluje pti dosazeni
leva strana druhého daného vztahu od pravé), za blizs$i pro spravné feseni
proto povazujeme odhad druhého korene ko ~ —0,025. Pomoci néj dostaneme
dosazenim do prvniho zékladniho vztahu § ~ \M%WWCH =41,0.

Dosazenim o&bmasﬁmwo korene ko do vztahu pro e* dostaneme e® =

/\Ewt = /\EA 5.025771 ~ 4:80. Resenim nasi tlohy je tedy (odhadovany)
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vztah

a k-e* 0,025 - 4,80t
=nt)= ————— ~ 41,0 ——— C
n=nt) = e =1~ M0 s ds0r 1 1 (©)

Zavislosti n = n(t) pro poc¢ateéni hodnoty ¢ jsou uvedeny v Tabulce 4.
I z tabulky je vidét, Ze pandemie mé vrchol jiz po Sestém kroku (rovnovazny
stav je 41,0).

Tabulka 4: Hodnoty n(t) se tykaji Piikladu 4.

t o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ..
n(t)[1,0 44 150 30,1 381 404 40,9 41,0 410 41,0 41,0 410

40,0 | i
30,0 | y
20,0 | |
10,0 | y

OJO - -

0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10

Obrazek 1: Graf funkce n = n(t) pro t € (0;10) podle vztahu (C),
viz také Tabulka 4.

Pouzijeme-li vice pocatecnich ¢lenti casové fady, predvedenou metodou,
budeme muset Tesit rovnice stale vyssiho stupné. Je vidét, ze takto numericky
Tesit pandemicky problém nelze. Ukazeme sice vhodnéjsi metodu odhadu ko-

eficientti tohoto modelu, pfesto se numerickym problémidm nevyhneme.

c) Jak je také mozné odhadnout parametry modelu (B) —
logistické funkce

Kdyz bychom znali ,,dostatecné* dlouhou ¢asovou posloupnost poc¢tu naka-
zenych n(t) v diskrétnich ¢asovych okamzicich ¢; pro i =0,1,2,3,..., mohli
bychom z ni vybrat 3 posloupnosti pro ¢asové okamziky
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