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Abstrakt: Vyvoj epidemie v Case lze popsat matematicky mnoha zptsoby.
Kazdy popis mé svou hlavni ideu. Pfispévek poukazuje na matematicka zpra-
covani nékterych zakladnich pfedpokladi popisu sifeni pandemie v modelech
s diskrétnim a spojitym casem.
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Abstract: The development of an epidemic over time can be described math-
ematically in many ways. Each description has its main idea. The paper points
to the mathematical processing of some basic assumptions of the description
of the spread of the pandemic in discrete and continuous time models.
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1. Uvod

Pandemii se nazyva podle [10] rychle se §ifici epidemie po vSech svétadi-
lech. Nékdy se jesté zdaraziuje takové rozsifeni onemocnéni, ze nestaci 1é¢it
nemocné, ale k zabrzdéni Sifeni onemocnéni je tfeba organizovat ochranu
i zdravych jedinct. Svétova zdravotnicka organizace v dubnu 2008 tuto defi-
nici zeslabila a jako pandemii oznacuje kazdou infekci, kterd se sifi alespon ve
dvou statech jednoho regionu WHO a soucasné aspon v jednom staté jiného
regionu; regiony WHO zhruba odpovidaji kontinentim, Asie je rozdélena na
vice regionti.

Vyznam matematiky si spoletnost opét mohla uvédomit v obdobi pan-
demie Covid 19. Staty celého svéta pochopily, Ze je tfeba se v rozhodovani
optit o matematicky formulovanou prognézu vyvoje pandemie. Dulezita jsou
pri tom data, ziskand od zdravotniki a znalosti a zkusenosti z pfedchozich
pandemii. Matematika na podobné situace byla sice teoreticky pfipravena, na
zékladé mnoha rozli¢nych matematickych pandemickych modelta byl pokusné
sestavovan o¢ekdvany vyvoj v ¢ase (hlavné odhad poc¢tu nakazenych jedinci)
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ménit. Pokud uréitou zménu hodnoty parametru v pribéhu pandemie neza-
registrujeme v¢as, bude Spatnym odhadem ovlivnéna dalsi predpovéd, i kdyz
predstava o mechanismu $ifeni pandemie bude spravna. Hodnoty parametra,
ziskané na pocatku pandemie, prognézuji zde cely jeji vyvoj (coz neodpovida
realité).

Chtéli jsme predevsim ukazat, jak mnohostranné znalosti (a to nejen ma-
tematické) potfebuje matematik, ktery se vénuje aplikacim.

Podékovdni: Autor dékuje ing. Pavlu Stfizovi, Ph.D., za technické dopraco-
vani tohoto prispévku.
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Pochopitelné toto je jen ukazkovy priklad. Pro seriézni odhady bychom
potfebovali mit precizni Setfeni na vétsim poctu pacientt. Teprve potom by
bylo mozné prislusnym odhadim dat odpovidajici interpretaci.

Zkusme do vztahu pro A(t) za odhad hustoty vlozit hustotu exponenci-
alniho rozdéleni f(t) = o - e~*t. ProtoZe je pro toto rozdéleni ET = o~ ~
T = 22,3 a dosazenim piislusnych vztahtt mame

a- efat
ANt) = ———— =
O=1"g ey =
dostavame hodnotu nezavislou na Case a je pak X~ % ~ 0,045.

Tabulka 5: V tabulce jsou v levé ¢asti posledniho sloupce uvedeny odhady

funkce A(t) pro fiktivni onemocnéni Sesti pacientti z empirickych dat a v pravé

¢ésti je odhad, pfedpokladajici f(t) jako odhad hustoty normalniho rozdéleni
pro sledovana vstupni data.

Dny F(t) AF/At ()

10 0 0 0,00 0,010
15 1/6  1/30 0,04 0,049
17 2/6  1/12 0,17 0,078
21 3/6  1/24 0,08 0,161
24 4/6 1/18 0,17 0,241
27  5/6 1/18 0,33 0,335
30 1 1/18 oo 0,435

Predpokladejme jesté, ze ndhodna velicina 7' mé pfiblizné normalni roz-
déleni N(u;0?). Pak v nasem pifpads je p ~ 22,3 a 0 ~ 33,5. Pifslusné
odhady hodnot funkce A(¢) jsou v pravé ¢asti posledniho sloupce Tabulky 5.

5. Zavér

Ukézali jsme nékteré zjednodusené matematické modely, které se snazi o pro-
gnoézu vyvoje poctu nakazenych jedinci v Case. Jejich parametry jsou prede-
vSim funkei p¥islusného druhu epidemie, ale také funkcemi primérni imunity
populace i pandemické situace, spocivajici naptiklad v rozdilnych kontaktech
osob infikovanych s neinfikovanymi a jsou také funkcemi ¢asu (v zavislosti na
tom, jak postupné populace ziskdva imunitu) i roéni dobé, rozsahu testovani
osob a podobné. Parametry modelti se proto béhem rozvoje pandemie mohou
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o vy

za urcitych predpokladi sifeni neznamého Covidu 19, pfesto bylo zpocatku
obtizné konkrétni model Sifeni této ndkazy sestavit vzhledem k neznalosti
vstupnich parametrii modelu v nasi populaci. (Pandemie se ve svété objevo-
valy od starovéku az do dnesni doby a da se ocekavat, ze nas budou provazet
i v budoucnosti pres velky pokrok soucasné mediciny. Znamy jsou pande-
mie ¢erného kasle, spalnicek, pfiusnic, eboly, HIV/AIDS, SARS, dymé&jového
moru, zloutenky atd. Jak se ukdzalo pozdéji, v riznych populacich se pan-
demie S$ifila s rozdilnymi parametry vzhledem k rozdilné odolnosti vuci ni
v rozdilngch oblastech; napiiklad v Africe se &iii daleko pomaleji nez v Ciné,
Americe ¢i Evropé).

Pouzitelné matematické modely Sifeni pandemie jsou sice formalné slozité,
jejich parametry musi zachycovat vlastnosti populace ke konkrétni varianté
viru, ale i prostfedi, ve kterém ptisobi; zakladni typy zavislosti poctu naka-
Zenych na Case u riznych virovych onemocnéni jsou vSak formélné velmi po-
dobné. Sifeni nemoci zavisi ale nejen na jejim druhu, ale i na pofadi ptisobeni
jednotlivych druhi viri, roéni dobé a zptisobu ochrany lidi. AvSak teprve na
zékladé dlouhodobéjsi analyzy registrovaného pribéhu Sifeni urcité infekce
1ze dobry model pro konkrétni pandemii vytvorit. Dilezité je pfedem stano-
vit, ze kterych vstupnich dat pii modelovani mizeme vyjit a jaké mohou byt
apriorni pfedstavy o pfenosu konkrétni studované infekce, tedy jaké jsou zna-
losti a zkusSenosti 1ékaiti s dfivéjsimi vyvoji pandemii a odlisnosti pandemie
studované vzhledem k pfedchozim pandemiim.

A tu byl v posledni dobé& velky problém s informacemi, protoze zadné zku-
Senosti s Sifenim tohoto druhu Covid 19 u nas ani ve svété nebyly. Protoze
tvorba pfiléhavého modelu je mozné az po urcitém rozvinuti pandemie, nelze
v kratkém c¢ase od vypuknuti pandemie pouzit nékteré matematické postupy,
které predpokladaji rozsahly soubor Casové zavislych dat. Zejména se nelze
spoléhat na extrapolace interpolaci nebo regresni modely s mnoha parame-
try. K dispozici byla nejprve pouze data z pocdtecniho rozvoje pandemie. To
je velké riziko moznosti véasné prognézy vyvoje pandemie. Statistici spolu
s lékari v takovych pfipadech bojuji o ¢as, musi se véas spojovat znalosti
medicinské s biostatistickymi k vytvofeni aspon priblizného matematického
modelu pfedpoklddaného vyvoje s vhodnymi parametry (to znamend napii-
klad dobie odhadnutelnymi) a teprve potom matematickou formu upiesiiovat
a model postupné ovérovat.

V nésledujicich ptikladech naznacime, jaké jsou moznosti volby matema-
tického modelu na zakladé znalosti jen relativné malého poctu pocateénich
dat z celkového casového pribéhu epidemie. Je pochopitelné, ze ¢im delsi je
pozorovani a ¢im vice specifickych vlastnosti sifeni epidemie zachytime, tim
presnéji jsme schopni situaci popsat.
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2. Modely Sifeni pandemie v ¢ase

Ukazeme nékteré velmi jednoduché modely vyvoje pandemie v Case s pou-
zitim urcitych vstupnich dat a predstav o jejim Sifeni. Pfedpokladejme, ze
ziskavame data z urcité oblasti. Nejprve popiSeme tvorbu diskrétnitho modelu
§ifeni epidemie, pak se budeme vénovat modelim se spojitym casem. Modely
s predstavou diskrétné odhadovaného ¢asu vétsinou vychazeji z urcité pred-
stavy o mechanismu Sifeni epidemie mezi jedinci. Modely se spojitym casem
se opiraji o histogram zjisténého poctu nakazenych v ¢ase a snazi se to odhad-
nout funkei n(t) vyjadiujici pocet nakazenych v urcité oblasti v okamziku ¢.

a) Diskrétni model Sifeni

Zacfneme uplné jednoduchym modelem. Zavedeme veli¢iny

ng ... pocet nakazenych za cas t,

ky ... stfedni (ofekdvany) pocet osob, které nakazi infikovana osoba za
jednotku casu.

Zactneme predpokladem, Ze v pocatecnim Case t = 0 je v populaci jediny
nakazeny pacient. Pak v ¢ase t = 1 bude v populaci n; = 1 + k; nakazenych
osob, v ¢ase t = 2 bude v populaci ng = ni1k; = (1 + k1)k1 nakazenych
jedinct, v €ase t = 3 to bude nz = ngk; = (1 + k1)k? nakazenych osob atd.
V obecném case t bude za predpokladu, Ze Zadna z nich se dosud neuzdravila,
roven ny = (1 + ky kit

Parametr k; je velice obtizné, pokud vibec, méfitelny. Proto budeme
pouzivat parametry jiné:

p ... pravdépodobnost, ze nakazena osoba pfi jednom kontaktu nakazi
osobu zdravou,
k ... stfedni pocet kontaktd jedné osoby za jednotku casu.

Pokud je v populaci velice malo (zanedbatelné mnoho) nakazengch osob,
muzeme psat k1 = pk. Pfi tomto oznaceni dostaneme vysledny model poctu
nakazenych jedinct v populaci ve tvaru n; = (1 + pk) - (pk)t~!
kde t je pocet casovych jednotek po prvnim nakazeném.

Priklad 1

Piedpokladejme, 7e p = 0,7; k = 5; pak je pk = 3,5; n; = 4,5 - 3,5" a tedy
podle pfedchoziho vzorce dostaneme (zaokrouhlené hodnoty na jednotky jsou
uvedeny v Tabulce 1):
ny = 4,5; ng = 15,75; ng = 55,125; ng = 192,9375; ns = 675,28125;
ng = 2363,484375; ny = 8272,1953125; ...
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P(t <T <t+h|T>t) Pit<T<t+h) 1

A = hli%l+ h - hli}]([)l+ P(T >1t) “h
oy PO -F@ 1 f0)
 hoot h P(T>t) 1-F@1)
_f(®)  —R(t)  dInR()
" R(t) R(t) dt

Z posledniho vztahu pro A(t) vyplyva

t
In R(t) = — / As)ds = —A(2).
JO
Takze mame pro R(t) a F'(t) vyraz
R(t) =e D =1 F(t).

Derivovanim predchoziho vztahu dostaneme pro hustotu pravdépodob-

nosti f(t) vztah
F(t) = A(t) - e,
ktery vyjadiuje hustotu f(t) pomoci funkce A(t).

V nasem piipadé bychom mohli funkeci A(t) interpretovat jako intenzitu
obranyschopnosti organismu v case t se vyporadat s chorobou. Otazkou je,
jaky tvar funkce f(t), ktera je klicova pro popis rozvoje choroby, pfedpoklé-
dat. Opét si pfipomeneme technické obory, které zde predpokladaji nejcastéji
exponencialni nebo Weibullovo rozdéleni. V epidemiologickych Setienich vsak
funkce f(¢) miZe mit jiny tvar. Je vSak mozné postupovat klasickym zpt-
sobem a vyjit z experimentu, distribuéni funkci F'(¢) nahradit empirickou
distribuéni funkeci a vyuzit jeji empirické derivace.

Priklad 5

Bylo sledovano 6 pacientti, ktefi onemocnéli stejnou chorobou, byli stejné
stafi a pred vypuknutim choroby byli zcela zdravi. Doba jejich nemoci sle-
dovanou chorobou byla méfena ve dnech. Jednotlivi pacienti byli nemocni
postupné v poctu 15, 21, 17, 30, 24, 27 dni. Tomu odpovidajici empiricka
distribuéni funkce F'(¢) je uvedena v Tabulce 5. V téze tabulce jsou pak jesté
uvedeny relativni diference AF /At jako odhady derivaci a pak odhady hod-
not funkce A (v levé &4sti sloupce) ve tvaru

X(t) — M
1—F(t)
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teprve v Case t — 400 by se pocet nakazenych ustélil na hodnoté blizké ¢

(viz vztah (B)), a to je stav stabilni. ’

Pozndmka: Porovname-li vyraz (6) s vyrazem (A), oznaceni y odpovida
cetnosti n, konstanta r odpovida konstanté a, konstanta K odpovida podilu
% . Veli¢ina n je tedy diskrétni, zatim co veli¢ina y je spojitd. V naznacenych
aplikacich, kdy veli¢inu y chapeme jako odhad relativni ¢etnosti méreni na
rozsdhlém souboru, to nemusi byt problém.

Dalsim pfikladem autonomni rovnice je rovnice s rozdilem dvou funkci
promeénné y na pravé strané ve tvaru

Y 4(v) - hly).

Pro stacionarni bod yg této diferencidlni rovnice plati, ze g(yo) = h(yo).
dg dh dg dh

Bod yo je stabilni, kdyz q < g nestabilni, kdyz Q ~ dy Pro grafy
funkei ¢g(y) a h(y) to znamend, ze v bodé yy v piipadé stability se setkdvaji
obé funkce tak, ze vlevo od bodu yg je funkce h niZe nez funkce g (vpravo je
funkce h vysSe nez funkce g). V pfipadé nestability je to obracené.
Pokracujici zobecnéni nasich tvah by spocivalo v aplikaci autonomniho
systému diferencidalnich rovnic na popis ¢asového vyvoje epidemie. Jsou to
soustavy diferencidlnich rovnic prvniho fadu, jejichZ pravé strany nezavisi na

ase. [11]

4. VyuzZiti teorie spolehlivosti

Zatim co v klasické teorii spolehlivosti se uvazuje ¢as T jako nahodna ve-
li¢ina, oznacujici dobu bezporuchové ¢innosti nebo v biologii dobu zivota
urcitého druhu zivocichiu, zde se jako nezaporna nadhodna veli¢ina T oznacuje
doba trvani urcité nemoci. Distribuéni funkce této ndhodné veli¢iny pak je
F(t) = P(T < t). Distribu¢ni funkce v nasem pfipadé oznacuje pravdépodob-
nost, ze doba nemoci nepiekro¢i t. Castéji se ale pouziva pravdépodobnost
R(t) =1—-F(t) = P(T > t), Ze po ¢as t se pacient nevylééi (v teorii spolehli-
vosti oznacuje R(t) miru spolehlivosti — spolehlivost v ¢ase t). UvaZzujeme-li
spojitost funkce R(t) pro vSechna nezaporna ¢, mizeme predpokladat exis-
tenci hustoty pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny T, tj. nezdporné funkce f(t)
pro t > 0, Ze plati & = f(t) a také [;° f(t)- dt = 1. Pro funkci R(t) z toho
vyplyva, ze R(t) =1 — fot f(s) - ds. Pak také stfedni doba nemoci ET se da
vyjadrit integrdlem ET = fooo t- f(t)dt.

V teorii spolehlivosti se zavadi jesté funkce A(t), kterd vyjadfuje intenzitu
poruch (nebezpeéi poruchy) vztahy
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Tabulka 1: Vysledky z Prikladu 1, zaokrouhlené na jednotky.

t Nt
1 4
2 16
3 55
4 193
5 675
6 2363

Pocet nakazenych se tedy podle tohoto modelu vyviji jako geometricka
posloupnost (indexovana ¢asem) s kladnym kvocientem pk. Podle uéinéného
predpokladu muze tento model adekvatné popisovat Sifeni choroby v popu-
laci jen po Cas, ktery je dostateéné kratky na to, aby se zadna z nakaZzenych
osob neuzdravila a celkovy pocet nakazenych byl zanedbatelné maly vzhle-
dem k celkové velikosti populace. Z geometrického (tj. neohranic¢eného) ristu
poctu nakazenych je také zfejmé, ze takto jednoduchy model mtze popisovat
pouze pocatecni fazi epidemie. Pfesto z ného muzeme ucinit jeden rozumny
zévér: pokud pk > 1, choroba se zacne v uvazované oblasti Sitit.

Jestlize se po stfedni dobé | nemocny vyléc¢i s pravdépodobnosti ¢, je
aktudlni stfedni pocet nakazenych v Case ¢t roven ny

ny = ny prol <t <,
ng =ni y-(pk)—n;,-q prot=>1L

Z predchoziho vztahu je mozné explicitni vyjadfeni pro nj uréit (je to
linedrni diferenéni rovnice I-tého stupné).

Predpokladame zde skokové ziskavani dat a konstantnost parametru k, p
a ¢. ,Spravnost“ vztahu je vSak nutné experimenty ovéfit. (Slovo ,,spravnost “
davame do uvozovek, protoze jeho vyznam je v tomto pripadé relativni. Je
véci naseho néazoru, kdy budeme model povazovat za spravny. , Spravnost “
modelu totiz nemusi potvrzovat ani numericky souhlas vypoctu podle od-
vozeného vztahu s pravé naméfenymi daty, napiiklad jiny experimentalni
vysledek nemusi odpovidat d¥ivéjsi piedpovédi.)

Je ovSem jesté mozné, ze pravdépodobnosti p nebo g se béhem epide-
mie méni (tfeba v zavislosti na poctu vyléenych), jsou tedy funkcemi ¢asu
i zptisobu, jak se populace za¢ina branit sifeni. Odhad parametru k£ modelu
se mize ménit i se zménou podminek kontaktu osob (zdvisi na jeho formé
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i délce). V dobé pandemie je vysokd individudlni variabilita disledkt kon-
takt.

Jak uvidime v nasledujicim piikladu, podle naseho modelu stfedni doba
1é¢by [ ma vyznamny vliv na vyvoj poctu nakazenych.

Priklad 2

Volme p = 0,7; £k = 5; | = 3; ¢ = 0,8, pak je pk = 3,5. Dosazenim do
predchozich vzorcu dostaneme hodnoty, uvedené v Tabulce 2, které jsou za-
okrouhlené na jednotky.

Tabulka 2: Vysledky z Prikladu 2, zaokrouhlené na jednotky.

*

t un n;
1 4 4
2 16 16
3 55 55
4 675 189
5 2363 648
6 8272 2225

Predpokladejme jesté, ze kdyz r je pomérny pocet osob s uvazovanou
chorobou zemfelych za jednotku ¢asu, pak 1 — r je pravdépodobnost, Ze na-
kazena osoba prezije Casovy interval jednotkové délky. Pocet nakazenych ny*
po t ¢asovych jednotkach musi spliiovat nasledujici vztahy

ny" =mno =1,
ny*=0+pk)-1—-r)=ny-(1—-1),
ny =1 4pk)-(pk)-1—-r)2=ny-(1—7),

ny=mny-(1—r) prol <t<l,
ngt =nity(pk) - (1—=r) =n;%;-q prot>1.

Jesté pripominame, ze bychom model mohli jesté doplnit moznosti testo-
vani na infekci, protoze to se ukazalo béhem pandemie jako dulezity Cinitel,
zpomalujici $ifeni nemoci nebo vliv na podil zemfelych z poc¢tu dfive naka-
zenych atd. Pro pfenos infekce je také dulezita délka nebo i forma kontaktu.
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niho poétu nakazenych v epidemii velmi ¢asto odpovida jistému typu feseni
diferencidlni rovnice. Pfikladem mohou byt autonomni diferencidlni rovnice.
To jsou diferencialni rovnice tvaru

dy
3 =), kdey=y(t); t€(0;t). (4)

Pfedchozi rovnice je separovatelnd a je ji mozno fesit integraci (za pred-
pokladu f(y) # 0) vyrazti na levé i pravé strané rovnice

dy _
fly)

Jestlize f(yo) = 0, je konstantni funkce y(t) = yo FeSenim rovnice (4).

Reseni rovnice (4) vykazuje, kdy# %50) < 0, tzv. asymptotickou stabi-
litu, kdy mala vychylka od yy vede na feseni, které konverguje opét k tomuto
bodu yo. Naopak, kdyz %;’“) > 0, je TeSeni nestabilni.

Piikladem diferencidlni rovnice (4) mtze byt rovnice ve tvaru

dy
—% = —ky, kdek > 0. 5
I y (5)

Jeji Teseni y = y(t) = Ce™** se blizi k y = 0, protoze v tomto piipadé je
3—5 < 0. Bod y = 0 odpovida tzv. staciondrnimu feseni (pro k < 0 by feSeni
rostlo neomezeng).

Kdyz by se relativni vyskyt po¢tu nakazenych fidil pfedchozim vztahem
(5), znamenalo by to, Ze pro ¢as t — 400 by byl vyskyt epidemie nulovy, a to
je stabilni stav.

Obecny tvar logistické diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty je

tvaru d
0 (1-%)
— = = 1-=), >0, K >0. 6
= fw=ry X)) T (6)
Tato diferencialni rovnice ma dva stacionarni body, které se ziskaji feSe-
nim rovnice

f(y)zry(l—g) =0.

K
Dvé feseni y = 0 a y = K odpovidaji nestabilnimu a stabilnimu bodu.
Pro prvni kofen je g—f/ > 0 (to odpovida nestabilnimu bodu), pro druhy je

%{/ < 0 (to odpovida bodu stabilnimu).
Kdyz by se podet nakazengch n(t) ¥idil vztahem (6), mohl by byt v uréitém
okamziku pocet nakazenych hodné maly, ale tento stav by nebyl stabilni,
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Vztah vyplynul z pfimé timérnosti ibytku nemocnych v zavislosti na case

a celkovym poc¢tem infekénich jedinct. To je vidét z prvniho vztahu pro deri-

vace S, I, R podle Casu, ze kterého dostanen;; pro % podminku, vyplyvajici
d

z predchozich vztahti v jednoduchém tvaru <j = a-1. Z modelu SIR vyplyv4,

7e epidemie propukne, kdyz % > 1. Viz napt. [9]. Pro posouzeni ¢asového

Dlouhodobéjsi vyvoj epidemie popisuje model SIRS, ktery predpoklada
¢asovou ztratu odolnosti viéi infekei (ze stavu R je moZné prejit zase na za-
Catek do stavu S, tento pfechod je charakterizovan mirou ztréty odolnosti).
Nékdy je nutné zaradit do modelu jesté i skupinu infikovanych, ktefi jesté ne-
maji zddny pfiznak onemocnéni. Pro né pouzijeme znak F (exposed) a model
pak predpoklada prechod ze stavu S do stavu E a z ného teprve do stavu [
a pak R (model se oznacuje SEIR). Takovy model predpokladéd ale dobré
trasovani.

Pro rychlé posouzeni predpoklddaného vyvoje infekce se pouziva ukazatel
Ry, nazyvany zdkladni reprodukcéni c¢islo. Charakterizuje, kolik k nédkaze né-
chylngch osob se pfiblizné nakazi od infekéni osoby za pfedpokladu bézného
chodu zivota. Ukazatel R; se nazyva efektivni reprodukcni cislo a poCita se
za ovlivnéni bézného chodu zivota protiepidemickymi opatifenimi, je tedy ca-
sové zavisly. Pro ponékud objektivizovany odhad efektivniho reprodukéniho
¢isla stanovil Institut Roberta Kocha presnéjsi vypocet, ktery zohlednuje
obdobi nakazlivosti jedince a zpozdénou diagnostiku onemocnéni, ve tvaru
odpovidajicim urc¢itému typu infekce. Pro infekci Covid 19 to byl podil dvou
sedmidennich souctti nové nakazenych, posunutych vzajemné o 5 dni. Za vy-
znamnou hodnotu reprodukéniho ¢isla se bere hodnota 1. Je-li reprodukéni
pravdépodobné k ttlumu sifeni. Vzdy je vSak tfeba pockat s jist&jSim tvrze-
nim nékolik dni, reprodukéni ¢islo je funkci éasu. Vice nez reprodukéni ¢islo
charakterizuje vyvoj pandemie graf, zachycujici ¢asovy priubéh pocétu naka-
zenych. Z ného prislusnou tendenci sifeni nebo ttlumu pandemie odhadneme
s vétsi objektivitou na zakladé pouziti matematické teorie Gasovych fad. [6, 7]

3. Autonomni rovnice

Znalosti o obvyklém prubéhu zéavislosti u ¢asové omezené fady méfeni (na-
priklad poctu nakazenych v populaci uréitého rozsahu v jistém pocatecnim
obdobi) u zkoumané epidemie ndm umoziuji pfedpovédét priblizny pribéh
vyvoje choroby i v ¢asech, kdy nezname experimentalni data. K odhadu ma-
tematické formy hledaného vztahu pro predpovéd slouzi i znalosti feSeni urci-
tych typu diferencidlnich rovnic. Empiricky ziskana casova zévislost relativ-
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Proto 1ze o¢ekévat v hodnotach p velké individudlni rozdily (tedy velkou va-
riabilitu odhadu).

Priklad 3

Volme nasledujici hodnoty parametri matematického modelu sifeni epidemie
p=07 k=25 pk=35 1=3; ¢q =08 r= 0,02 Pak dosazenim do
predchoziho vzorce dostaneme hodnoty (zaokrouhlené na celd ¢isla), uvedené
v Tabulce 3.

Tabulka 3: Hodnoty vypoctené v Piikladu 3, zaokrouhlené na jednotky.

t Ny ny  n*
1 4 4 4
2 16 16 15
3 55 55 51
4
5
6

675 189 173
2363 648 581
8272 2225 1951

Ptedchozi modely s diskrétnim casem se pro popis realnych situaci pouzi-
vaji velmi malo. Obtizné se z pozorovani stanovuji jejich parametry k, p,q, . . .
Jsou zalozeny na predstavé o Sifeni epidemie, ktera mize mit béhem rozvoje
pandemie rozdilné podoby.

Pokusme se nyni fesit problém poctu nakazenych za predpokladu spoji-
tého ¢asového zaznamu priubéhu epidemie.

b) Snahy o popis prubé&hu epidemie se spojitym ¢asem

Myslim, Zze nebude na Skodu uvést nejprve i piiklady, které nas problém
vhodné formulace Casové zavislosti poctu nakazenych jedinc neresi. Sna-
hou je ukazat, Ze sice matematika nabizi fadu aproximacnich metod, ale jen
nékteré vedou k uspokojivé progndze casového rozvoje uréité pandemie. Zku-
Senost 1ikd, ze je nutné vyuzit co nejvice znalosti z predchozich pandemii.
Vyjdeme-li u jednotlivych modela ze stejnych vstupnich dat, ale protoze kaz-
dy z modeli je jiny, prognézuje jiné hodnoty n(t). Chceme naznadit, ze otazka
vhodnosti modelu neni tolik otazkou aktualniho souhlasu pfedpovédi s na-
méfenymi daty, ale otdzkou nalezeni co nejobecnéjsiho vztahu, ktery by vedl
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k jeho fungovani jako nastroje postacujici predpovédi i v ponékud rozdilnych
situacich.

Oznacme n(t) pocet jedincti nakazenych v case t. Pfitom vime, Ze pocet
nakazenych vzdy nejprve roste (v zavislosti na podminkach), pozdéji se ifeni
zpomaluje, az se nakonec zastavi; zde nyni budeme pfedpokladat, ze v urci-
tém Gasovém intervalu piedstavuje n(¢) polynomickou zavislost (polynomické
zavislosti se nejcastéji uvazuji jako prvotni zkusebni modely) poctu nakaze-
nych na case.

Jiz jsme se zminili o tom, Ze z histogramti casové zavislosti poctu nakaze-
nych vyplyva, ze pocatecni rist poctu nakazenych je po urcité dobé vystiidan
jeho poklesem, proto se d& predpokladat, Ze i spojity prubéh zavislosti n(t)
poc¢tu nakazenych na case bude mit podobny tvar. To se d4 matematicky
vyjadrit derivaci funkce

dn 9
- at — bt”,
kde a,b > 0 jsou konstanty, vztazené ke konkrétni epidemiologické situaci.

Z ptedchoziho vztahu vidime, Zze extrém funkce n(t) nastéava pro t =
Oat=%. t= % vintervalu (0; %) je derivace kladnd, tj. funkce n(t) je
rostouci, v intervalu (%;+4oc0) je zaporn, tj. funkce n(t) je klesajici. (To
ovSem bezprostiedné plyne z toho, Ze konstanty a, b jsou kladné.)

Obecné feSeni predchozi diferencidlni rovnice je ziejmé neurcity integral
z jeji pravé strany, tedy

n=n(t) = %atQ — %bt3 +C,
kde C' je integrac¢ni konstanta.

Pouzijeme jen tu ¢ast polynomu n(t), pro n&jz je ¢t € (0;t,) a kde ¢, je
jeho nejvétsi kladny koien.

Volime-li poéateéni podminky n(0) = ng, n(l) = n1, n(2) = ng, dosta-
neme predchozi feseni s parametry

C =ng; a=—0,5n3 +4n; — 3,5n9; b = —0,75n9 + 3n; — 2,25ng.

Pro konkrétni vyjadreni této zdvislosti pouzijme data (pro pocatecéni ¢a-
sové okamziky rozvoje pandemie) z pfedchoziho ptikladu. Dosadime-li ng = 1,
n1 = 4, ny = 15, dostaneme a = 5, b = —1,5, coz neodpovida predpokladu
b > 0. Navic pro n(t) vyjadieni n(t) = 2,5t + 0,5t + 1 jiz na prvni pohled
nevyhovuje pfedstavé o mozném ¢asovém pribéhu pandemie (pro uvedend
data jsou vSechny koeficienty nezdporné, znamena to neomezeny rust poctu
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ktery se muze nakazit ,je ve stavu S, jedinec, ktery se nakazil v dusledku

infekce ,,je ve stavu I“, atd. Celkova velikost populace pak je N = S + I.

Kazdy jedinec muZe prejit ze stavu S do stavu I. Model pouziva jediny

koeficient, ktery oznacuje miru nakazlivosti » > 0 ve vztazich pro casové

zmény veli¢in S a I. Pfedpoklada pro kazdého jedince moingst prechodu ze
d

stavu S do stavu I dany ndm jiz zndmymi podminkami 3z = —r - S - I

AL =p. ST =r-(N—-II=r-N-I-rI* Porovnanim s piedchozim
modelem (A) je zde oznaceno n = I; a = rN; b = r. Jak jsme jiz vidéli,

FeSeni pro n = I vede k logistické funkci.

S modelem SI souvisi model SIS, kde se uvazuje jesté o prechodu ze
stavu I do stavu S na zdkladé uzdraveni dfive infekéniho jedince (je to cha-
rakterizovano mirou uzdraveni). V§voj populace modelujeme v dostateéné
kratkém casovém tuseku, takze zanedbdvame pripadnd narozeni novych je-
dincii nebo tmrti starych. To je vidét i z toho, Ze pro derivaci celkové ve-
likosti populace N = S + I plati % + % = 0, velikost populace zlstava
konstantni. Pro popis tedy staci jedina rovnice de =—rSI+al,kder >0
je mirou nakazy a parametr a > 0 je mirou uzdraveni. Model je urcen témito
dvéma kladnymi parametry r, a. Nepfedpoklada tedy zadnou imunitu, diive
nakazeny se miZe nakazit znovu. Dosadime-li do zdkladni rovnice za I od-
povidajici vztah I = N — S, dostaneme zakladni rovnici tohoto modelu ve
tvaru % = 7SN — rS? jejiz feSeni je také logisticka funkee typu (B).

Uvazujme o néco komplikovanéjsi model SIR. Takovy model je uveden
v ¢lanku [8] jako nejjednodussi specidlni piipad vytvofené obecné teorie
Sifeni epidemii. Zde znakem R (recovered class, nékdy také removed) ozna-
cujeme jedince, ktefi bud nemoc méli a vylééili se nebo jedince, ktefi nemoci
podlehli a zemfeli. Celkovy pocet jedinct v jednotlivych kategoriich je tedy
N = S + I + R. Pfedpokldda se pohyb jedinci mezi stavy S, I, R v tomto
poradi. Prechod ze stavu S do stavu [ je charakterizovan mirou ndkazy r.
Ta souvisi s rychlosti sifeni ndkazy, kterd zase zavisi na kvalité preventivnich
opatfeni a informovanosti o nemoci a moznostech §ifeni. Pohyb ze stavu I
do R je charakterizovdn mirou uzdraveni nebo umrti v disledku epidemie
parametrem a. Model, popisujici jen dva pfechody (S — I, I — R), popsané
parametry 7, a, se oznacuje jako SIR model. Pfedpoklada nasledujici vztahy
mezi proménnymi: ze vztahu N = S + I + R derivovanim podle casu do-
staneme 0 = %f + % + %; jestlize (napfiklad z pozorovani nebo dokonce
z diivodu zjednoduSeni modelu) pfedpokladdme p¥imou tumérnost mezi ¢a-
sovou zménou poctu nachylnych k onemocnéni a jejich soucasnym poctem

a poctem infekénich, dostaneme jednoduchy tvar zavislosti % =—r-S-1,
kde parametr r > 0 a podobné vztah pro % =r-S-I—a-1,kdea>0.
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0,3,6,9, ..., k, (kde k je délitelné tfemi),
1,4,7,10, ..., (k+1),
2,5,8,11, ..., (k+2),
a urcit tfi rovnice pro t¥i neznamé a,b,C = Ink. Tyto t¥i rovnice ziskdme
jako soucty v kazdé ze ti{ posloupnosti (Gasovych fad) logaritmii n(¢;):

k

5
Zlnn(tgj) = (g + 1) ‘(lna—Inb+ C)+
7=0

k k
3 3
+a) ty—» In(e” 1), (1)
j=0 =0

wlz

Inn(tsj1) = (g + 1) “(lna—Inb+ C)+
0

j=

k k
3 3
+a Z t3j+1 - Z In (e“tSj“"'C — 1) s (2)
7=0 j=0

w3

Inn(tsj2) = (g + 1) ‘(Ina—Inb+ C)+
0

j=

k k
3 3
10ty - (@ e ). (3)
Jj=0 Jj=0

Uvedena soustava je soustavou tii nelinearnich rovnic. Jeji feseni je mozné
dalsi parametry, pomoci kterych se daji odhadovat napfiklad vlivy rtznych
organiza¢nich opatfeni branicich , pfirozenému* rozvoji pandemie. Pak je
ovSem potiebi podobnym zptisobem vytvorit odpovidajici pocet rovnic. Je
jasné, Ze tim se numericka stranka popisu rozvoje pandemie komplikuje, pro-
toze potfebujeme vice pozorovani v riznych casech. Pritom nam jde hlavné
o v¢asnou predikci po¢tu nakaZenych.

d) Kompartmentové modely epidemie

Pro popis ¢asového vyvoje epidemie byly vyvinuty rizné komplikované kom-
partmentové modely. Nejjednodussi z nich ma nazev model SI. Oznacuje se
v nich soubor téch, ktefi se mohou nakazit S (susceptibles) a soubor nemoc-
nych jedinct v diisledku infekce I (infections). Rikdme pii tom, Ze jedinec,
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nakazenych). P¥ipometime, Ze model konstruujeme proto, abychom z néko-
lika pocatecnich hodnot poctu nakazenych mohli stanovit prognézu poctu
nakazenych v budoucnosti.

Polynom n(t) = ag+ait+. ..+ a,t™ z predchézejiciho piikladu je obecné
interpola¢nim polynomem pro poéateéni hodnoty (¢;,n;), ¢ = 0,1,2,...,n.
Plati pro ného interpolacni podminka n(t;) = n;, kterd predstavuje pro
t; <;, 1 < j resitelnou soustavu linedrnich rovnic pro koeficienty ag, a1, ...,
ay,. Snadno ale jiz vytusime, Ze napfiklad zvySovanim stupné polynomu (kon-
strukei interpola¢nich polynomt) vhodné FeSeni timto zptisobem také nena-
jdeme. (Odhad interpolaénim polynomem n(t) se s ristem jeho stupné vice
,vIni“, a to také odporuje experimentalnim zjisténim, ,,vIni“ se ale i derivace
tohoto polynomu, proto zadné polynomialni feSeni nevyhovuje.)

Jing model (pozd&ji bude oznaden jako SI model) je empiricky lépe ovéfeny,
nez je model predchozi a je dan zakladnim vztahem

i bn?. (A)

V pfedchozim vztahu je n = n(t) pofet nakazenych (infekénich) v case
t > 0, a a, b jsou kladné konstanty, které se uréi (jak uvidime déle) z nékterych
znamych hodnot funkce n.

Podle tohoto modelu roste pocet nakazenych jen do n < 7, po dosazeni
maxima pii n ~ 7 zacne pocet nakazenych v zavislosti na case klesat. Za-
vislost n = n(t) mé tedy jediné maximum. I tvar grafu n(t) je v souladu
s predstavou o Sifeni pandemie napf. jedné viny epidemie Covid 19 v urcité
oblasti.

Na&s vztah predstavuje opét separovatelnou diferencidlni rovnici, kterou

muzeme za danych predpokladt prevést na tvar

dn

nla—bn) d,

ze kterého integraci dostaneme vztah

n
In - =at+C,
n=%
kde C je integra¢ni konstanta.
Snadnou tpravou z této rovnice ziskdme vyraz pro ¢asovou zavislost poc¢tu

nakazenych, tentokrat s integra¢ni konstantou k = e ve tvaru
(=0 2 (®)
n=n(t)=—- - ——.
b k-e—1

11
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—a’
je logistickd funkce. (Jde o genericky model omezeného ristu se saturac.)

Vztah (B) popisuje Sifeni pandemie od po¢atku do maxima. Zajimavé je,
Ze predchozi vztah lze pouzit po malé tipravé i pro popis poklesu nakazenych
v Case; to vyuzivaji kompartmentové modely, jak uvidime dale.

Statisticky odhad parametrti ze vztahu (B) musi byt konstruovan pomoci
vypocetni techniky, a to vzdy pro vétsi pocet Clentu ¢asové fady. Pokusime
se na zakladé zjednodusujiciho vypocétu ukazat (z malého poétu poc¢atecénich
hodnot) numerickou obtiZnost ziskani odhadu parametri tohoto modelu.

Kdyz n(0) = ng, je k = ngﬁi?z/b’ prong = 1 je pak k = bi vztah pro n(t)

Priklad 4

Upravme predchozi vztahy pro data. Dosadime zacatek casové fady méfeni
(nezaokrouhlend data odpovidajici Tabulce 3) do vztahu pro n(t):

a k a k-e* a k-e¥
np=-——=L3n=-———=44; no=-——-—— =15.
T bk—1 "Thkeer—1 7 P ket —1
Z prvniho vztahu ziskdme § = %, dosazenim do druhého dostaneme
k= 4‘;;41;9 * . Podobné dosazenim za % vyrazu, obsahujiciho jen k do tietiho

£l : P ‘ 2 _ _ 15 . a_ [_15
vztahu, ziskdme po jednoduchych tpravich e** = 15 T tedy e* = \/ 145 -

i . , 4,4—e”
Dosazenim za e® z predchoziho vztahu do k£ = 3 4;, s

s neznamou k a muzeme tak feSit rovnici pro k£ ve tvaru

15 15
34k V 14k + 1 =44- Viak 11

Dal§imi tipravami (vyndsobenim vyrazem +/14k + 1 a pak umocnénim
celé rovnice na druhou a zaokrouhlovanim numerickych odhadt) ziskdme
kvadratickou rovnici pro k ve tvaru

dostaneme vyraz

173,40k? — 169,04k — 4,36 = 0.

Prvni jeji odhadovany (odhad ozna¢ujeme znakem ,,~“) kofen ky ~ 1,00
nevyhovuje dost dobfe zadani (,hodné“ se numericky odchyluje p¥i dosazeni
leva strana druhého daného vztahu od pravé), za bliz$i pro spravné reseni
proto povazujeme odhad druhého kofene ko ~ —0,025. Pomoci néj dostaneme
dosazenim do prvniho zékladniho vztahu ¢ ~ % =41,0.

Dosazenim odhadnutého kofene ko do vztahu pro e* dostaneme e* =

\/14};11 = \/14_(70{325)+1 ~ 4,80. Resenim nasi alohy je tedy (odhadovany)

12
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vztah
a k-e 0,025 - 4,80°

=nt)=—-+———~410- —.
n = n(t) 0 0,025 4800 1 1 (®)

T bk-edt—1

Zavislosti n = n(t) pro pocéteéni hodnoty ¢ jsou uvedeny v Tabulce 4.
I z tabulky je vidét, Ze pandemie m4 vrchol jiz po Sestém kroku (rovnovazny
stav je 41,0).

Tabulka 4: Hodnoty n(t) se tykaji Pfikladu 4.
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Obrézek 1: Graf funkce n = n(t) pro ¢t € (0;10) podle vztahu (C),
viz také Tabulka 4.

Pouzijeme-li vice pocatecnich ¢lent ¢asové fady, predvedenou metodou,
budeme muset Fesit rovnice stale vyssiho stupné. Je vidét, ze takto numericky
Tesit pandemicky problém nelze. Ukazeme sice vhodnéjsi metodu odhadu ko-
eficientti tohoto modelu, presto se numerickym problémim nevyhneme.

c) Jak je také mozné odhadnout parametry modelu (B) —
logistické funkce
Kdyz bychom znali ,,dostate¢né* dlouhou ¢asovou posloupnost poétu naka-

Zenych n(t) v diskrétnich ¢asovych okamzicich ¢; pro i = 0,1,2,3,..., mohli
bychom z ni vybrat 3 posloupnosti pro casové okamziky
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